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Vorrede des Verfassers. 

Es sollen hier in systematischer Weise die Grundform ein der natür- 
lichen Analysis der geometrischen Gebilde entwickelt und auf möglichst 
elementarem Wege ohne zu grosse Häufung die einfachsten Anwen- 
dungen davon auseinandergesetzt werden. Dabei ist der einzige Zweck 
der, die Macht der Methode der natürlichen Geometrie ins rechte Licht 
zu rücken und zu zeigen, in wie hohem Masse sie allen gebräuchlichen 
Verfahrungs weisen überlegen ist, wenn es sich um das Studium der 
Eigenschaften des Raumes im Infinitesimalen handelt. Ausserdem wird 
eine einförmige und zweckmässige Bezeichnungsweise festgesetzt, die 
ich zur Annahme empfehlen möchte, und die es erlaubt, die Rech- 
nungen in eleganter Form zu erledigen. Mein Wunsch ist es, den 
Lesern das Interesse an Untersuchungen, wie sie hier geboten werden, 
so lebendig mitzuteilen, wie es mich selbst durchdringt. Dies ist das 
Programm eines kurzen Cyclus von Vorlesungen, die ich vor mehr als 
fünf Jahren an der Königliehen Universität zu Neapel gehalten habe, 
und die ich jetzt in der Lage bin, der geschätzten mathematischen 
Jugend Deutschlands in ihrer Sprache darbieten zu können. 

Neapel, am 13, Januai' 1900. 

E. Oestro. 



Vorwort des Heraiisgel)ers. 

Eine deutsehe Übersetzung der „Lezioni di geometria intrinseca" 
von E. Cesäro dürfte schon deshalb dem mathematischen Publicum 
Deutschlands nicht unwillkommen sein, weil dieses ausgezeiclmete Buch 
die einzige systematische Darstellung derjenigen geometrischen Unter- 
suchungen enthält, die man unter dem Namen geometria intrinseca oder, 
wie wir übersetzt haben, natürliche Geometrie begreift. Das Wesen 
dieser Art von Geometrie, deren erste Elemente im Anfang des 19. Jahr- 
hunderts deufsche Mathematiker begründet haben, kurz und erschöpfend 
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VI Vorwort des Herausgebers. 

zu eliarakterisieren ist schwer. Negativ lässt sich darüber sagen, dass 
diese Geometrie fremdartige Elemente, wie sie in der gewohnlichen 
analytischen Geometrie die Wahl eines bestimmten Coordinatensystems 
in die Untersuchung hineinbringt, zu vermeiden sucht. Welche Vor- 
teile dadurch erreicht vi'erden, wird dem Leser des Cesäro'schen Buches 
sehr bald fühlbar werden. Es würde ganz unmöglich sein, eine der- 
artige Fülle geometrischer Thatsachen, wie sie hier geboten wird, in so 
eleganter Weise unter Benutzung anderer Methoden zu gewinnen. 

Der Herr Verfasser hat sein Wert bei Gelegenheit dieser Heraus- 
gabe einer eingehenden Revision unterzogen, manche Verbesserung vor- 
genommen und auch zahlreiche Zusätze gemacht. Was die Biblio- 
graphie der naturhehen Geometrie anbetrifft, so sei für die Ebene auf 
das R«ferat des Herrn B. Wolfftng in Band 1 (3. Folge) der Biblio- 
theca Mathematica (S. 142 ff.) verwiesen. Es war anfangs beabsichtigt, 
dem vorliegenden Buche einen bibliographischen Anhang beizugeben, 
der im wesentlichen eine Weiterführung der Arbeit des Herrn Wölffing 
geworden wäre. Hiervon ist jedoch wieder Abstand genommen worden, 
weil die Literatur der natürlichen Geometrie z. T. in Zeitschriften ver- 
streut ist, die dem Leser nur schwer zugänglich sein würden. Hätte 
der Herr Verfasser selbst eine Literaturübersicht geben wollen, so wäre 
er nur zu oft genötigt gewesen, seine eignen, für die natürliche Geo- 
metrie fundamentalen Arbeiten zu eitleren. 

Den Herren E. Cesäro und E. Wölffing bin ich für die Toilnalime 
an der Leetüre der Correcturbogen zu Dank verpflichtet, ebenso der 
verehrlichen Verlagshandlung, die mich durch ihr stets bereitwilliges 
Entgegenkommen in hervorragender Weise unterstützt bat, Auf Wunach 
der Verlagshandlung ist dem Buche ein ausführliches Sachregister bei- 
gefügt worden, das die Benutzung des Buches erleichtern soll. 

Leipzig, im April 1901. 

Dr. Gerhard Kowalewski. 
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An veischiedeceu Stellen des Buches ist dm Mehrzail des Wortes „Cosinus" 
ubeißnssigei Weise mit emem ' verseilen 

Statt „Cardioide" ist besser zu schreiben „Kaidioide" 



Bemerkung. 
Die auf Seite 64 ff. behandelten Curven, ku 
bftueour'sehe Curven als ganz specielle PäUe gehöre 
a Herrn Wölffing Cesäio'sehe Cui-ven zu nennen 



welchen Sinusspiraien und 
L, sind nach einem Yorschlag 
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Erstes Kapitel. 
Natürliche Üisenssion der ebenen Curven. 




§ 1. Tangente und Normale. 
Ea seien M und M' zwei Punkte einer ebenen Cnrve. Man halte 
M fest und lasse M' längs der Curve nach M hinrücken. Wenn dabei 
die Gferade MM' einer Grenzlage zustrebt, 
so erhält sie in dieser den Namen Tan- 
gente, und die in M auf der Tangente 
errichtete Senkrechte heisst die Normale 
der Curve in M. Wir werden immer vor- 
aussetzen, dass man bei gegebenem M den 
Punkt M' so nahe an M wählen kann, 
dase der Bogen MM' in jedem Punkte 
eine Tangente besitzt und überdies der 
Winkel fp, den die Tangente in M mit 
einer festen Geraden bildet, immer in dem- "" 

selben Sinne yariiert, wenn M sich M' unbegrenzt nähert. Unter diesen 
Bedingungen ist klar, dass die Länge äs des Bogens MM' einerseits 
grösser ist als die der Sehne MM', andrerseits aber kleiner als die 
Summe der Abstände u und v des Punktes M' von der Normale und 
der Tangente in M. Man hat demnach 

und da nach der Definition der Tangente 

lim ^ = 

ist, wenn M' nach M hinrilckt, so hat man gleichzeitig 

(2) lim ^ = 1 . 

In der Folge werden wir als unabhängige Veränderliche immer die 
Länge s des Bogens OM annehmen, die wir in einem gegebenen Sinne 



(1) 
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2 Erstes Kapitel. NatiMiclie Discussion der ebenen Ourven. 

von einem unter den Punkten der Curve beliebig gewählten Anfangs- 
punkte rechnen. Wird demgemäss als unendlich klein von erster 
Ordnung das Increment festgesetzt, welches s heim tlbergange von M 
zu M' erhält, d. h. die Länge §s des Bogens MM' , so ersieht man 
aus (2), dass man beim Äiifsuchen der Grenzwerte von Verhältnissen 
8s durch u ersetzen darf; ferner zeigt die Formel (1), dass v eine 
unendlich kleine Grösse von höherer Ordnung ist. Demnach ist unter 
den unendlich vielen durch M hindurchgehenden Geraden die Tan- 
gente durch den Umstand charakterisiert, daas ihre Ent- 
fernungen von den zu M unendlich benachbarten Curven- 
punkten unendlich klein von höherer Ordnung sind. 



§ 2. Erümmung. 
Wir wollen annehmen, dass, wenn M' nach M hinrückt, gleich- 
zeitig auch der Schnittpunkt N der beiden Normalen in M und M' 
einer Grenzlage C zustrebt. Der Punkt C heisst das Krümmunga- 
centrum und seine Entfernung von M, in einem gegebenen Sinne 
gerechnet, ist der Krümmungsradius, welchen man mit p zu be- 
zeichnen pflegt. Da es natürlich ist, den infinitesimalen Bogen MM' 
mehr oder weniger gekrümmt zu nennen, je nachdem der Punkt N 
mehr oder weniger nahe an M liegt, so wird man dazu geführt — 
als Mass der Krümmung anzunehmen. Inzwischen hat man 

MC = lim MN = lim (« + u cot dq») = lim ~ ; 
miihin ist 

(3) 7"'™K- 

Mau kann also die Krümmung auch betrachten als den Grenzwei-t des 
Verhältnisses des Winkels ötf zu dem Bogen Ss. Offenbar variiert p 
im allgemeinen von einem Curvenpunkte zum andern, d. h. die Krüm- 
mung ist eine Function des Bogens, und wir werden sehr bald 
sehen, dass die Kenntnis dieser Function genügt, um die Gestalt der 
Curve zu bestimmen, nicht aber, um ihre Lage in der Ebene zu 
fixieren. Aus diesem Grunde nennt man die Relation 

/■(«,e)-o, 

welche in jedem Punkte einer Curve zwischen s und p besteht, die 
natürliche Gleichung dieser Curve. 
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Auch der Winkel cp ist eine Function von s, und die Gleichung (3) 
sagt uns, dass die Krümmung gerade die Ableitung dieser Function 
iat. Daraus folgt, wenn die Winkel 90 ron der Tangente in dem (will- 
kürliehen) Anfangspunkte der Bogen gerechnet werden, 



=/?' 



vorausgesetzt, dass das Integral einen Sinn hat. Dies wird sich bei 
denjenigen Curven, deren Betrachtung wir im Auge haben, immer er- 
reichen lassen. Es wird nämlich genügen, den Anfangspunkt so 
nahe an M zu wählen, dass in jedem Punkte des Bogens OM die 
Tangente existiert. Die Function ip ist für die Discussion der ebenen 
Curven, die dui'ch ihre natürliche Gleichung gegeben sind, von ^ 
Wichtigkeit. Wenn mit der Annäherung von s an ei 
endliche oder unendliche Grenze (p unendlich gross wird, so existiert 
in dem entsprechenden Punkte M keine Tangente mehr. Wir werden 
immer voraiissetzen, dass dies nur in isolierten Punkten eintritt. 



Wir wollen für einen Augenblick den Anfangspunkt der Bogen 
nach M verlegen und M' in genügender Nähe von M wählen, um 
auf dem Bogen MM' jeden Punkt mit unbestimmter Tangente auszu- 
schliessen. Beachtet man, dass 

(4) ^ = cos.p, ^ = smq, 

ist, 90 liefert die Regel von l'Hospital ohne weiteres 

(5) hm^, = ylimiS^ = ^, 

wenn M' nach M hinrüekt. Demnach ist der Abstand der zu M un- 
endlich benachbarten Curvenpunkte von der Tangente in M im allge- 
meinen unendlich klein von zweiter Ordnung, Er wird dagegen un- 
endlich klein von einer höheren oder niedrigeren Ordnung als der 
zweiten, wenn die Krümmung null bezw. unendlich ist. Ferner ist 
zu bemerken, dass bei gegebener natürlicher Gleichung und nach Be- 
rechnung von ip die Integration der FoiTaeln (4) u und v als Func- 
tionen von s liefert und jeden beliebigen Bogen der Curve zu con- 
struieren gestattet, der keine Punkte mit unbestimmter Tangente 
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Erstes Kapitel. Niitürliche Dif 



der ebenen Cuiven. 



enthält. Auf diese Weise ist gezeigt, dass die Teractiiedenen Stücke 
einer Curve, welche nuz' an den Endpunkten keine bestimmte Tangente 
besitzen, in ihrer Gestalt dui'ch die natiirliehe Gleichung bestimmt 
sind, während dagegen ihre Lage zueinander, sowie die Lage der 
ganzen Curve in. der Ebene willkürlich bleibt. 



§5. 

a) Wenn die Krttaimuiig in jedem Punkte null ist, so hat man qj = 0, 
s, v ^= 0, mithin ist die Curve eine Gerade, Man findet allgemeiner 
1 Kreis vom Radius n, wenn j = ö ist. In der That ist dann 



= a a 



I- 



und man erkennt ohne weiteres, 
aigen Erümmungscentrum 



) Punkte der 
entfernt sind, und 
Normalen zusammenlaufen. Im besondem kann man o 
liehe Gleichung eines isolierten Punktes betrachten, 



irve von dem oin- 
äs in diesem alle 
= als die natür- 
ae beliebige Glei- 




it, so wächst auch ■ 



chung, welche nur die Variable ^ enthält, stellt 
ein System von Punkten und von Kreisen da.r, 
die reell oder imaginär sind. 

b) Als Kettenlinie bezeichnet man die 
durch die Gleichung 

dargestellte Curve. Im Anfangspunkte der 
Bogen ist q = a. Wenn femer s unbegrenzt 
beständig bis ins Unendliche, während 



(6) 



von bis -^ wächst, 
senkrechten Stellung z,: 






Die Tangente strebt also einer zu ihrer Anfangf 
und rüclrt dabei ins Unendliche, da 






mit s unendlich zunimmt. Dasselbe findet für negatives s statt: die Curve 
ist offenbar symmetrisch inbezug auf die Normale ira Anfangspunkte. Die 
Parallele, welche im Abstände a zu der Tangente im Anfangspunkte derart 
1 ist, dass sie die Cm-ve nicht trifft, heisst die Direetris. Wim ist 
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g 5. Beispiele, § 6. Wendepunkte imd Spiti'.eD, 5 

Bedeutet also P die Projeetion voa M auf die Directiix, so ist die Pro- 
jection von MP auf die Normale beständig gleich a. Da sich 
überdies aus (6) s = a tg 9) ergiebt, so ist die Projeetion von JfP auf 
die Tangente gleich dem Bogen OM, Bemerkt man endlieh, dass 
p cos^ gi = « ist, so sieht man, dass das Krümmungscentrum in M 
inbezug auf M symmetriscli ist zu dem Punkte, in welchem die 
Normale die Directrix schneidet. 

c) Bei der Kettealinie gleichen "Widerstandes, einer Curve, die 
durch die Gleichung 

.^iG-^ + ri) 

definiert wird, führt die Bereclinung von cp zu den Formeln 

aus welchen man ersieht, dass p und if mit s variieren wie bei der Ketten- 
linie. Ausserdem zeigt die erste Formel, dass die Projeetion des Krüm- 
mungsradius auf die Normale im Anfangspunkte der Bogen constant ist. 
Zu beachten sind auch die Formeln m = o.^, t' = h log — , welche man 
durch Integration der Gleichungen (4) erhält. 

§ 6. Wendepunkte und Spitzen. 
Kehren wir wieder zu der Formel (5) zurück, um folgende Be- 
trachtung all zu stellen: Wenn in einem Punkte M die Krümmung einen 
endlichen, von Null verschiedenen Wert hat, ao Hegt die Curve (in 
der Umgebung von M) ganz auf einer Seite der Tangente. Denn 
beim Hinrücken von M' nach M nimmt v, welches auch das Vor- 
zeichen von u sein mag, schliesslich das Vorzeichen von p an und be- 
hält dasselbe. Wir wollen jetzt aber annehmen, die Bogenlängen seien 
von M aus gerechnet und p convergiere nach Null oder wachse un- 
begrenzt wie die «-te Potenz von s. Dies wird immer eintreten, wenn 
zwischen s und p eine algebraische Relation besteht, in welchem 
FaUe man äberdies behaupten kann, dass n rational ist. Nun hat 
man unter der Annahme m < 1 



und man erkennt aufs neue, dass zwischen der Curve und der Tan- 
gente eine Berührung höherer Ordnung als gewöhnlich besteht, wenn. 
Q unendlich ist (n < 0), und eine Berührung niedrigerer Ordnung, 
wenn q gleich Null ist (0 < n < 1). In beiden Fällen hat die Curve 
in der Umgebung des betrachteten Punktes das gewöhnliche Aussehen, 
wenn n der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist. 
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Q Erstes Kapitel. Natürliche Discussion der ebeaea Curven. 

Wenn dagegen n der Quotient von zwei ungeraden Zahlen ist, so 
wechselt v gleichzeitig mit u sein Zeichen, d. h. die Curve durchsetzt 
iß M die Tangente, und dies erkennt man auch in directerer Weise 
durch die Bemerkung, dass 9 mit s sein Zeichen wechselt. In diesem 
Falle nennt man den Punkt M einen Wendepunkt oder Inflexions- 
punkt. Wenn hingegen n der Quotient einer ui^eraden Zahl durch 
eine gerade Zahl ist, so darf die infinitesimale Grösae u nur positive 
Werte annehmen. Für jeden derselben nimmt v zwei Werte mit ent- 
gegengesetzten Zeichen an. Die Curve esi stiert also nur auf einer 
Seite der Normale und besitzt dort zwei Zweige, welche durch die 
Tangente voneinander getrennt werden. Man sagt in diesem Falle, 
dass in M eine Spitze vorhanden^der dass M ein Riickkehrpunkt 
sei. Spitzen und Wendepunkte können demnach nur für diejenigen 
Werte von s auftreten, welche Wurzeln der Gleichungen 

= 0, - = 

sind, und es ist nützhch, zu bemerken, dass, wenn man nur die ein- 
fachen Wurzeln in Betracht zieht, die erste Gleidimig die Spitzen, die 
zweite die Wendepunkte liefert. 



§ 7. Asymptoten. 
Wenn mit unendlich zunehmendem s die Function (p sich einem 
endhchen Grenzwerte a imhert, so kann sich die Krümmung nicht 
einem von Null verschiedenen Grenzwerte nähern. Lasst man naral]''h 
die Existenz eines solchen Grenzwertes zu, so ist 

(8) = lim '"^ ~ "^' = lim (rp — « + -) = lim - - 

Man hat also einen Berührungspunkt höherer Ordnung, dessen Coordi- 
naten inbezug auf die Tangente und Normale in einem beliebigen 
Punkte (welcher jedoch derart gewählt sein muss, daas tp endlich bleibt) 
durch Integration der Gleichungen (4) gewonnen werden: 



= I Q cos ffdfp, V = j(i sin tfidtp. 



Es ist möglich, dass die vorstehenden Integrale unendlich sind, und in 
diesem Falle liegt der betrachtete Punkt im Unendlichen, aber die 
Tangente der Curve in jenem Punkte ist vollkommen bestimmt durch 
den Winkel a und durch ihre Entfernung vom Anfangspunkte 
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:; — VC05K "^ I Q sin (k — (fi)d(p, 



■welche einen bestimmten Wert haben kann. Die ao erhaltene Gerade, 
die Grenzlage der Tangente in einem Punkte M, welcher längs eines ge- 
gebenen Zweiges der Cnrve ins Unendliche fortrückt, nennt man Asymp- 
tote. Man beachte nunmehr, da&'i die letzte Formel den Wert der 
Entfernung g kennen lehrt, welche die Asymptote von einem beliebigen 
Punkte der Curve hat. Nimmt man an, dass dieser Punkt sich rück- 
wärtsschreitend nach dem nächiiliegendeu Punkte hinbewegt, in welchem 
95 unendlich wird, so transformiert sich der Ausdruck für g in 



j Q sin (« — (p)dip == j Q sin ipdij! , 



wenn k — ^ = ^ gesetzt wird. Berechnet man also 



und bestimmt ^ als Function t( 
gegeben sein durch die Formel 



ip, so ' 



ird die gesuchte Entfei-nung 



(9) 



g = /p sin pdil). 



Wenn man dagegen annimmt, dass der Punkt auf demselben Curven- 
Kweige, der bereits von dem Berührungspunkte durchlaufen wurde, nun 
seinerseits ins Unendliche fortrückt, so ist klar, daas « nach Null con- 
vergiert, und dasselbe kann man daher von q sagen, d. h. die Ent- 
fernung des auf der Curve beweglichen Punktes von der 
Asymptote convergiert nach Null, Wir wollen endlieh bemerken, 
dass infolge von (8) die Asymptote nur existieren kann, wenn p gleich- 
zeitig mit s unendhch gross wird, und zwar von einer höheren Ord- 
nung. Findet man, dass die Ordnung gleich dem Quotienten einer 
ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl ist, so kann 
man sagen, die Curve verhalte sich im Unendlichen 
wie in der Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 
Sie hat also zwei Zweige, welche in entgegengesetztem 
Sinne ins Unendliche verlaufen, und zwar auf einer 
und derselben Seite der Asymptote. Wenn dagegen 
die Ordnung gleich dem Quotienten einer geraden ^'s- s. 

oder ungeraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist, so werden die 
beiden Zweige durch die Asymptote voneinander getrennt und verlaufen 



\ I 
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8 Erstes Kapitel. Natürliche Diecussion der ebenen Curven. 

in entgegengesetztem oder in demselben Sinne. Man hat in dem ersten 
Falle eine Inflexionsasjmptote und im zweiten eine Cuspidal- 
asymptote. 




a) Die durch, die Gleichung (i^ = 2as dargestellte Curve hat im An- 
fangspunkte einen Büclikehrpmikt. Dann umkreist sie deu Anfangspunkt; in 
^__^ einer unendUehea ZaU von Windungen, die immer 

schwächer gekrümmt sind und ins Unendliche ver- 
laufen. Man hat in der That q = aip und sieht 
also, dass p und y, welche mit s verschwinden, 
gleichzeitig mit s unbegrenzt zunehmen. Der Abstand 
eines beliebigen Curvenpunktes von der Cuspidal- 
tangente ist 

-ii = « / gi sin g)d(p = «(sin rp — - qi COS qi) . 

Also iit iei Ab&tand des Krümmung^ centrums von deiselben Geraden «sing), 
und demnaih liefen die Kiummungsceatii auf einem kreise vom 
Eadius a Da ubeidies MC gerade gleich dem kieisbogen 00 ist, so 
kann man sich die Cmve von dem einen Ende eines um den Kreis ge 
witkelten onaus dehnbaren JPadens beschrieben denken, wählend das andre 
Ende festgehalten und dei Faden untei fortwahiendei bpannung abgewickelt 
wud Au*i diesem Grunde giebt man dei betrachteten (.urve den Nimen 
Kreisevolvente 

b) Nehmen wii wied"! die beiden Kettenlimen (^ 5 b, c"), so können 
wii bemeiken, d-iss zwar bei beiden q und qo mit s lu deiselben Weise 
vmieren, dass ibei bei dei eisten u mit s tmendlith wirii wählend man 
bei der zweiten hm !f = i — -tö hat wenn « nach + ■^ ion\ei{,Kii 
Demnacli besitzt lie Kettenlinie gleichen W ideistandes zwei paiallele Asymp 
toten und ist ganz enthalten in dem Streiten MJn dei Breite ir«, den diese 
in dei Ebene bestimmtn / — - — — 

c) Tiactiix nennt man die durch die fileichun^ o = a|' r " — 1 
dehmerte Cur\e J^immt man s unendhch klein an so eikennt man sutoit 
dass fieh diese Cuive m dei Umgebung des Anfan^'^piuiktes ebenso \eihalt 
wie die Kieisevölvente, welche durch die Gleichung p^^yjas daigestellt 
wird Wenn abei - ms Unendliche wachst, so nähert sich dei '\\inkel q> 

; wachsend dem Grenzwerte — , weil p ^ a tg 9 ist. Da nun 



u =^ j t) cos ipdrp = a(l — cos rp) 



nach a convergiert, so sieht man, dass in der Entfernung a von der Spitze 
und senkrecht zur Cuspidaltangente eine Asymptote existiert. Überdies ist 
nach der aweiten der gefundenen Formeln der Abschnitt der Tan- 
gente, welcher zwischen dem Berührungspunkte und der Asymp- 
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§ 8, Beispiele. 

tote liegt, beständig gleich a. Die erste Formel führt zu 
facheu Construction des KriimmungscentTOms. Sie zeigt iiäanlicli. 
Projection des Krümmungseeotrums auf die 
Asymptote in den Schnittpunkt dieser mit der 
Tangente fällt. Um endlich den heiden Bestim- ,. 
mungea Rechnung zu tragen, welche q für jeden Wert 
von s hat, muss man sich die Ourve vorstellen als be- 
stehendaus zwei unendlichen Zweigen, welche symmet- 
risch inhezug auf die gemeinsame Cuspidaltangeute liegen, 
d) Sehr wichtig ist die Curyenclasse, welche durch 
die Gleichuntf , . 




definiert wird. Dieser Gleichung genügt man, indem man s ^ a sin 6, 
{) = & cos ö setat, so dass y ^ -r- ö ist. Ein Bogen von der Länge 2 a, 
metrisch ist, liegt ganz innerhalb 
i Anfangspunkte (0 = 0) 
endigt in zwei Spitzen (ö ^ ± -g-j ■ Inbezng auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte sind die Coordinaten einer 
Spitze 



der inbezug auf den Anfangspunkt sym 
des Kreises vom Eadius &, welcher ihn i 
berührt, und 






sOdß^ 



sOdd- 



"U 



a^ — b'^' 



2ft 



Die Cuspidaltangenten treffen sich also in e 

femung -j- — vj bezw. —^ p von den Spitaei 

Der nm P als Centrum mit dem Radius — 
die Directrii (Leitkreis). Um dem 1 



nem Punkte P, der die Ent- 
und vom Anfangspunkte hat. 
sis heisst 




Der Ort der letzteren ist gerade die Directrix. Jenachdem a'~> b oder 
a < & ist, liegt die Curve ausserhalb oder innerhalb der Directrix. Im 
ersteren Falle nennt man sie eine Bpicyoloide (Fig. 6), im zweiten eine 
Hypocycloide (Fig. 7). Besonders bemerkenswert ist die Cycloide (Fig. 8.) 
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10 Erstes Kapitel. Natürliche Disoussion der ebenoö Curven. 

Sie wird dargestellt diarak die Gleickung s^ -[- p^ = a^ und ist sozusagen 
die Curve, welche zwischen den Hypocycloiden und den Epieycloiden. stehi 
Ihre Directrix Ist geradlinig. 

Im aligemeinen ist die Zahl der Spitzen unendlich. Aber bei den- 
jenigen cyeloidalen Guryeii, welche man gewöhnlich zu betrachten hat, ist 
das Verhältnis a ; b rational, und diesem Umstände ist es zu danien, dass 
die Spitzen in eine bestimmte endliche Zahl von Punkten fallen, welche 
die Ecken eines regulären Polygons bilden. Diese können von einem Punkte, 
der die Ourve eontinuierlich durchläuft, in derselben Beihenfolge getroffen 
werden, wie sie auf dem Leitkreise liegen. Es kann aber auch vorkommen, 
dass der bewegliche Punkt die Spitzen in einer andern Reihenfolge nach- 
einander erreicht, und dann hat man eine sternförmige cycloidale Curve. 
Die einfachsten Epieycloiden sind diejenigen, welche nur eine Spitze haben. 
Soll der bewegliehe Punkt, von der Spitze A ausgehend, nach A zurück 
kehren, ohne eine andre Spitze getroffen zu haben, so muas der Winkel 
zwischen den positiven Eichtimgen der Cuspidaltangente und der Tangente 
im Anfangspunkte, d. h. yv , gleich einem ungeraden Vielfachen (aber min- 
destens dem Dreifachen) von -x- sein. Im einfachsten Falle muss a = 31) 
sein, und dann hat man die Cardioide (Fig. 9 Unks), welche also durch 
die Gleichung ." ' - " 




n eine ungerade Zabl ist, die Gleichung s*-j- M^p^= Const. eine Epicyeioide 
mit einer Spitze dar, welche für « ^ 5, 7, 9, . . . eine immer corapliciertere 
sternförmige Cardioide wird. Die einfachsten Hypocycloiden sind die- 
jenigen, welche drei oder vier Spitzen haben (vgl. Fig. 10). Bei ihnen ist 

der Winkel n- r- der dritte oder der vierte Teil von 2ic, und man hat 

demnach b=3B für diejenigen mit drei Spitzen und & = 2öi für die 
andern. Die Hypocycloide mit drei Spitzen wird also durch die Gleichung 
9s^ -\- Q^ = Const. dargestellt und diejenige mit vier Spitzen, welche man 
auch Astroide nennt, durch die Gleichung 4s^ -f" P* ^ Const. Für den 
Fall von fünf Spitzen (i'ig. 10 rechts) hat man ausser der Hypocycloide 
25s^ -|- 9p^ = Const. auch noch die sternförmige Hypocycloide 25s^-(- p^ 
= Const. u. s. w. 

e) Pseudocycloiden sind die Curven, welche dargestellt werden 
durch die Gleichungen 



denen man genügt, indem ] 
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§ 9. Asymptotische Punkte, 11 

,_|l„ + ,-,,, o_|( f + c-r) 

setat, wo ip die gewohnliLlie Bedeutung liat Die erste Curve hat eine 
Spitze (^ip ^ 0, s = n), m deren Umgebung sie sicli verhält wie die Evol- 
vente eines Kreises vom Radius a m dei Umgehimg ihrer Spitae. Die 



zweite veihalt siuh dagegen m dei Umgehimg des Anfangspunktes lip = 0, 
Q = a) wie eiue Kettenlmie gleichen Widerstandes Beide Curven machen 
mit zunehmendem s unendlich viele Windungen, weli-he sich ms Unendliche 
a.usdehnen und die \oii einem Punkte ausgehenden Geraden immei genauei 
unter dem Winkel -j- schneiden In der That hat man bei geeignetei Wahl 
des Anfjng-ipunktes P dei Ccordinaten n und > lui einen beliebigen Punkt 

Es folgt daraus, dass die Pseudocyeloide mit Spitze die Eadienvectoren 
imter einem Winkel trifft, welcher von bis — wächst, wahrend für 



die andre derselbe Winkel 
Projectionen des Radii 
die Normale in M 
der Hälfte des Kr" 



Y bis -— ahüimmt. Ausserdem sind die 
stors PM auf die Tangente und auf 

bezüglich gleich der Hälfte des Bogens s und 

immungsradius in M. 



§ 9. Aeymptotisclie Punkte. 
Wir haben noeh diejenigen Wurzeln von p zu betrachten, für 
welche die Function g? unendlich gross wird. In dem Punkte M, der 
einer dieser Wurzeln entspricht, existiert keine Tangente. Eine solche 
existiert aber nach den von uns gemachten Voraussetzungen in einem 
Punkte M', der in genügender Nähe von M liegt, und in allen da- 
zwischen liegenden Punkten, Wenn M' nach M hinrückt, so führt 
die Tangente in M' unendlich viele Umdrehungen immer in demselben 
Sinne aus und wird schliesslich unbestimmt. Die Curve wickelt sich 
also unbegrenzt um den Punkt M herum, welcher aus diesem Grunde 
ein asymptotischer Punkt heisst, obwohl er von M' auch nach 
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12 Erstes Kapitel, Natiirlielie Diaeussion. der ebenen Curven. 

einem endliclien Wege erreicht werden kann. Die Coordinaten eines 
solciien Punktes berechnet man durch Integration der Formeln (4). 
Diese liefern, wenn man rp als Int egrations variable annimmt, 

(10) M = / p cos fpdrp , w = / p sin (pdip , 

vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt so wählt, dass y im Verlauf 
der Integration endlieh bleibt, d. h. dass zwischen dem Anfangspunkte 
und dem betrachteten Punkte keine andern Punkte mit unbestimmter 
Tangente existieren. Man kann sofort das Vorhandensein eines asymp- 
totischen Punktes in M constatieren, wenn sich nach Verlegung des 
Anfangspunktes der Bogen nach 31 herausstellt, dass p gleichzeitig mit 
s unendlich klein wird, aber von einer Ordnung, die nicht kleiner als 
1 ist. Alsdann hat man in der That anstatt (7) 

limf-^ = lim — 5^0, 
und für m > 1 

lim cps"~^ ^ —7 lim — ^ , 

d. h. <p wird unendlich, wenn s und p nach Kuli convergieren. Da- 
gegen haben wir für w < 1 gesehen (§ ,6), dasa die Tangente be- 
stimmt ist. 

§ 10. Asymptotisclie Kreise. 
Um alle FäUe von Punkten mit unbestimmter Tangente zu be- 
rücksichtigen, müssen wir alle endlichen oder unendlichen Werte von 
s suchen, für welche die Function ip unendhch wird. Da nun, wenn 
der Anfangspunkt nach M verlegt wird, 

lim — = lim — 

s e 

ist, falls (las aweite Glied existiert, so ersieht man, daas für die end- 
liehen Werte p verschwindet, dass diese also asymptotischen Punkten 
entsprechen. Nur wenn s zusammen mit <p unbegrenzt zunimmt, kann 
es vorkommen, dass p sieh einem von Null verschiedenen Grenzwerte 
a nähert. Alsdann windet sich die Curve, anstatt sich um einen Punkt 
herumzuwickeln, asymptotisch um einen Kreis vom Radius a, und zwar 
innerhalb oder ausserhalb desselben, je nachdem der absolute Betrag 
von p sich oberhalb oder unterhalb seines Grenzwertes halt. Es kann 
aber auch vorkommen, dass die Curve sich schliessHcli ohne Ende um 
die Kreisperipherie schlängelt, was dann eintritt, wenn p unaufhörlich 
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S 10. Asymptotische Kreise. § 11. Beispiels ]3 

um seinen Grenzwert herum oscilliert. Im folgenden werden wir sehen, 
dasa der Mittelpunkt des asymptotischen Kreises die Grenzlage ist, 
welcher das Krümmungscentrum in M zustrebt, wenn sich M auf der 
Curve vom Anfangspunkte der Bogen unendlich entfernt. Man muss 
also, um die Coordinaten jenes Mittelpunktes zu finden, anstatt der 
integrierten Formeln (4) die beiden folgenden benutzen: 

u = I cos <pds - — p sin q) , v = j sin (pds -\- Q cos <p. 

Folglich ist in der Grenze 

(11) »_-J|-^ sinydy, » = J g- cos (prfy. 

Die asymptotischen Kreise enthalten offenbar die asymptotischen Punkte 
als SpecialfaU, und man verificiert übrigens leicht durch partielle Inte- 
gration, dass die Formeln (11) sich auf die Formeln (10) redueiercn, 
wenn p fttr anendlich grosses g) nach Null convergiert. A priori 
klar ist es, dass nur bei der Herumwickiuug um einen Punkt die 
Windungen einer Curve so eng werden können, dass sie den genannten 
Punkt nach einem endlichen Wege erreicht. Wenn ferner p und ip 
zusammen mit s unbegrenzt zunehmen, so ist auch der asymptotische 
Kreis unendlich gross, und dies kann man so ausdrücken, dass man 
sagt, die Curve wickele sich asymptotisch um den unendlich fernen 
Punkt. Man kann z. B. sagen, dass die Kreis evolvente und die Pseudo- 
cycloiden (§ 8, a, e) im Unendlichen einen asymptotischen Punkt haben. 

§ 11. Beispiele. 

a) Der Krummnngsraiius der dmch die lileitlrnng o = ae" dar- 
gestellten Curve mrarat beständig eu -von Null bis ITnendln h 
wemi s das ganze System der loellen Zahltn w^Lb^en^ duith 
läuft. Der Winkel 



Je Q 

endlich bis 
chen Punl 



at dagegen ah von Unendlich bis Null. Die Curve besitzt 

lach einen asymptotischen Punkt (s :^= — cS) und eine Asymptote 

- oo), die von einander um 
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Erstes Kapitel. Katürliche Discuasion der ebenen Curven. 



entfernt sind. Die Curve ist geometrisch definiert durdi die Eigenschaft 
pifi ^ a: auf dem Kreise mit dem Centrum C, der durch M hindurchgeht, 
sclineidet die von C auf die Asymptote gefällte Senkrechte von 
M aus einen Bogen von eonstanter Länge ab. 

h) Eine lineare Gleichung zwischen s und p lässt sicli, wenn sie die 
beiden Veränderlichen wirklich enthalt, immer auf die Form ^^hs bringen, 
indem man als Anfangspunkt der Bogen den Punkt wählt, in welchem p 
verschwindet. In diesem Punkte wird die Function tp, die proportional log s 
ist, unendHch. Der Anfangspunkt der Bogen ist also ein asymptotischer 
Punkt der Curye. Von ilim ausgehend wird der Krümmungsradius immer 
grösser und wächst ebenso wie tp gleichzeitig mit dem Bogen unbegrenzt. 
Die Curve umkreist demnach den Anfangspunkt in einer unendlichen Zahl 
von Windungen, die sich ins Unendliche ausdehnen, wo sie einen zweiten 
asymptotischen Punkt besitzen. Diese merkwürdige Curve nennt man 
logarithmisehe Spirale, und der im Endlichen gelegene asymp- 
totische Punkt heisst der Pol der Spirale. Eine homogene Gleichung 
zwischen s und p stellt ein System von reellen oder imaginären loga- 
rithmisehen Spiralen dar und auch von Punkten oder von Kreisen: diese 
noch besser einsehen wird, Grenzfälle der 
welche den Werten Hüll und Unendlich von k 



lo garitkmischen 
entsprechen. 
c) Die 
Leichtigkeit ab 
die man für 
weiteres 



mit 



r logarithmischen Spirale leitet 

den auf den Pol bezogenen Ausdrücken für u und v 

beliebigen Punkt der Curve berechnet. Man erhält ohni 



— '/' 



e^Vcos ipdtp = ~ 



Daraus folgt h = cot Ö, 
den die Spirale in M i 



)i = ^s / e* 



sin adw = I • ,.; • 



ische Spirale trifft also alle 
laden unter 



.an mit ö den spitzen Winkel bezeichnet, 
Kadiusvector OM bildet. Die loga- 
Poi ausgehenden Ge- 






Wmkel 




Wh weiden im tclgenden sehin, dass diese 
Eigenschaft die logaiithmische Spuile ohirik 
tensieit ■voiausf.esetzt, dass min die Weite 
und von 9 lu'iscbbesit, welchen die Ge 

laden und die Kreise ent^piPchen und dTis min 
uberdief den Pcl im Endlichen ^\ahlt Inzwisi-lien 



Die in auf dem Eadiusveetor OM errichtete Senkrechte trifft 
also die Kormale in dem Krümmungscentrum und schneidet auf 
der Tangente von M aus eine Strecke ab, die gleich der Länge 
des Bogens OM ist. Auch dies sind (wie wir sehen werden) charakte- 
ristische Eigenschaften der logarithmisehen Spirale. 
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d) Klotlioide nennt maa die durch die Gleichung sq = a^ definierte 
Curve. Hier ist die Function (p proportional s^. Sie ist endlich für 
s = 0, wo p unendlich ist, und unendlich für 
s ^ i oo , wo p = ist. Also ist der Anfangs- ^ 

punkt der Bogen ein InflesionspunM. Von ihm ; ^\ 

ausgehend wird die Krümmung nach beiden Seiten ! / V 

hin immer stärker, so dass die Curve sich asympto- ; '(li^' 

tisch uin ihre beiden Endpunkte wickelt, welche sym- 
metriaeh inbezug auf den Anfangspunkt liegen. Da 




. die Coordinaten eines asymptotisokon Vunktes inbexug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte 



" + " -Äj '■'"'""" "1'^? 



ist, so findet man sofort m = «i ^ -y-j/jc. Die beiden asymptotischen 
Punkte sind also gegenüberliegende Ecken eines Quadrates, welches dem 
Kreise mit dem Eadius a gleich ist. 

e) Betrachten wir allgemeiner die Ourven, deren Krümmung einer 
Potenz des Bogens proportional ist. Schreibt man ihre Gleichung in 
der Form p = ^s", so findet man für m ^ 1 die logarithmische Spirale 
wieder, für » = — 1 die Klothoide, für « = -r- die Kreis evolvente. Lässt 
man den Fall «= 1 bei Seite, so sieht man sofort, dass tp wie .5*~" va- 
riiert, und es ist zweckmässig, dem Coefficienten fc, den man immer als 
positiv voraussetzen kann, die Form 



n zwischen und 1 enthalten und sei 
der Quotient einer ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl. Dann hat man 
Curven analog der Kr eis evolvente, d, h. mit einer einzigen Spitze im An- 
fangspunkte der Bogen. Diesen umkreisen sie in immer weniger gekrümmten 
Windungen, welche asymptotisch den unendlich fernen Punkt umwickeln. 
Für die andern rationalen Werte von w, die zwischen und 1 liegen, hat 
die Curve zwar im Anfangspunkte mit der Tangente eine Berührung nied- 
rigerer Ordnung, verhält sieh aber in ihm wie in einem gewöhnlichen 
Punkte oder erleidet daselbst eine Inflexion, so dass ihre allgemeine Form 
ganz verschieden von der der Kreis evolvente ist (vgl. Fig. 16). Ist n 
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16 Erstes Kapitel. Niiturliche Discussion der ebenea Curven. 

negativ und gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen, so hat 
m!La Curven analog der Klothoide, d. h. mit einer Inflesion im Anfangs- 
punkte der Bogen und mit zwei asymptotischen Punkten; ist aber n der 
Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl oder umgekehrt, so 
hat die Curve zwar mit der Tangente im Anfangspunkte eine Berührung 
höherer Ordnung, verlmlt sich aher 
in einem gewöhnlichen Punkte oder b 
Spitze, und sie hat als Ganzes keine Ähnlichkeit mehr 
mit der Klothoide, obgleich jede ihrer Hälften der Hälfte 
einer Klothoide gleiclit(vgl.Fig. 17). 
In jedem Falle erkennt man unter ^. ] ,,=-, ,^^ 

Benutzung der Formeln (10), dass (^t®) W) 

der Anfangspunkt die Entfernung ^'a"'^^^ Ö"°^ — ' 



von den asymptotischen Punkten hat, und dass die Gerade, welche um mit 
jedem derselben verbindet, um ^ .j - ^^ - ^ gegen die Tangente im Anfangs- 
punkte geneigt ist. Endlich hat man für w > 1 wie bei der logarith- 
mischen Spirale (n = l) einen asymptotischen Punkt im Anfangspunkte 
der Bogen; der asymptotische Punkt im Unendlichen fällt aber fort, 
weil <p nicht gleichzeitig mit s unendlich wird. Um zu 

U,'"^ ®^ sehen, ob von dem unendlich fernen Punkte eine Asymptote 
ausgeht, genügt es, die Formel (9) 




I V® #/ 



darin ■■ 



'ßi'i^r- 



Man erhält dann sofort die Entfernung von dem asymptotischen Punkte : 



■i^/*" 



In der Umgebung der unteren Grenze verhält sich das Integral wie / ip 
Also existiert die Asymptote im Endlichen 



1 

Vi> 

1^ 



> 2, und in diesem Falle findet : 



j"" 25^-1) ■ 






Nimmt n unbegrenzt zu, so nähert sich die Cui 
Ausartung in einen Punkt und eine derade, die 
= a voneinander liegen. Dies gesthieht für jeden Zweig lu 
e: Der Bogen von der Lange o, dessen eines Ende m dem 
asymptotischen Punkte liegt, zieht sich nach und nach aut diesen Punkt 
zusammen, während der übrigbleibende Cuiventeil sith schliessliLh aut dei 
Asymptote ausbreitet. 
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§ 11. Beispiele. 
f) Analog der Ketteulinie (§ 5, b) sind die durch die Gleichung 



dargestellten Curvea, solange a uad 7) eatgegeago setzte Zeichen hahen. Für 
6 = — a findet man die Kettenlinie wieder, da es ja erlaubt ist, das 
Zeichen von p lunaukehren. Für 6 = k^a erhält man 
dagegen die Pseudoeatenar'ien. Wenn s dem absoluten ; . 

Betrage nach kleiner als ha ist, so findet man I /-'^1"~"x j 






Ein erster Bogen, von der Länge 2ha, wickelt sich Fig so. 

also asymptotisch um seine beiden Enden. Er ist sym- 
metrisch inbezug auf den Anfangspunkt und liegt ganz innerhalb des 
Kreises Tom Radius h^a, welcher die Ourve im AEfangspunkte berührt. Da 

e'"P ^ e~'"P 4ft'a 



ist, so sind die CoordiEaten eines asymptotischen Punktes iubezug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte 



"-"''■/( 



(/^ +.-'■')' ' 



" = "'»/( 



Es wickeln sieli ferner von den asymptetischen Pnnkten ab und erstrecken 
sich ins Unendliche zwei andere Zweige, die denjenigen der Spirale s^ = a^ 
analog sind. Ihre Punkte entsprechen den Werten von s, die grösser ais 
ka oder kleiner als — ka sind. Für jeden Zweig ist die Richtung der 
Tangente bestimmt durch den Winkel 



_ C üd, 

-J ,--^i-a'- 



Die beiden Zweige haben keine im Endlichen gelegene Asymptote, weil die 
Entfernung einer Asymptote you dem entsprechenden asymptotischen Punkte, 
die durch die Formel (9) gegeben wird, 



"'"/s^ 



-k^,y 
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IS Fiste kipit^l Nu liil ■■ Di'!^ ISS! n dei ebenen f u\en, 

ist Aadieiseits Ksst aii^h tonstatieiea daiis dieses Integral keinen end- 
lichen Wert hat indem man lemerkt da^s es aiLh m der Umgebiing 
lei nateien Gienzo wie log ip yeihalt Wir die beiden unendliclieii Zweige 
m den asymptotiaclien. Punkten mit dem endlichen Zweige zusammen- 
hangen geht aus der voi hei gehenden Discussion auht herror (und es kann 
auch nach dem wi« am Ende 3ps tj 4- gesagt woiden ist, nicht daraus 
heivorgehen) Aber es ist le cht zu sehen iiss a ch lie Oiirye in der 
Umgebung eines jeden dei asymptot a hen Punkte veihilt wie das Paar 
von lüganthmi sehen Spitalen (i" = 4?°^^ m dei TJmgebnng des gemein- 
samen Pol 

g) Pseudotractriceu nennt man die durch die Gleichung 



a^lcaV 1~ 



definiHrten Lu \en D eae ilei knng gellt n lei Umgebung 1p Anti g 
Punktes in (i = iy ' t übe D e Paeudotractiis veih<ilt ai i also antangs 
wie die Evolvente emes Kreises vom Ead us l^a Sie audeit aher bald ihr 
Veihilten dl a mit wachsendem s nicht unbe£[ienzt 
zunimmt sondern sich vielmehi dem Gienzweite Ja 
ndheit Die C tr(e besiiat also entspiechend den beiden 
Bestimmungen von ^ zwei asymptohsche Kreise Da 
1 lan von 1er Cuspidaltang nte aus gerechnet 




! = 






hat, so liefern die Foi-meln (11) 
u^-U aj (^^ ^ ^^,,y ^ ^^. _ « J , 

/* cos (pdqj _|_ JT« 

füi- die Coordinaten der Centra der asymptotischen Kreise. Die Strecke, 
welche auf der Cuspidalaormale von einem asymptotischen Kreise abgegrenzt 
wird, erscheint vom Oentrum aus unter einem Winkel, der nicht beliebig 
klein gewählt werden kanu. Der genannte Winkel hat sein Minimum für 
einen Wert von /:, der sehr nahe an 0,655 liegt. In diesem Falle sind 
die Abstände der Centra der asymptotischen Kreise von der Normale und 
Tangente an der Spitze Teile des Radius, die sehr nahe an den Werten 
0,663 und 0,439 liegen. 

h) Was für Curven werden dargestellt durch" eine quadra- 
tische Gleichung zwischen s und p, in welcher das Glied p^ nicht 
vorkommt? Wenn sp fehlt, so lässt sich die Gleichung, wenn sie nicht 
ein Punktüpaar darstellt, auf die Form p = ßs^+ 2ös -(" '^ zurückführen 
und stellt Pseudocatenarien dar oder Curven , die der Kettenlinie analog 
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sind, je nachdem ac — b^ negativ oder positiv ist. Wonn s^ nicht fehlt, 
so kann man der Gleichung immer die Form geben 

Q = h -]- Ics -\ 

Solange h von Hnll verschieden ist, hat der Wert 

Einfluss auf die Gestalt der Curve im allgemeinen. Setzt man demgemi 

ö = 0, so ergiebt sich 

Wenn k positiv ist, so nimmt cp gleichzeitig mit s und q unbegrenzt zii. 
Ausserdem wird ^ aach im Anfangspunkte der Bogen unendlich, in dessen 
Umgebung sich die Curve verhält wie eine Klothoide (sp = b^) in der 
Nachbarschaft des Inflesionspunktes. Die Curve hat also im Anfangspunkte 
eine Inflexion und macht auf beiden Seiten desselben unendlich viele Win- 
dungen, welche nach und nach in eine logarithmische Spirale (^ = Ics) 
ubeigphen Der Krümmungsradius nimmt seinen kleinsten Wert a'= ^ayh 
m zwei bestimmten Punkten A und A' an, und in der Umgebung eines 
jeden von ihnen verhält sich die Curve wie eine Kettenlinie w = a' -\- 2k^ ~-,y 
Ist dagegen k negativ, so wird in den Punkten A 
und A' die Erümniung gleichzeitig mit 9 unend- 
hch Dies sind also asymptotische Punkte, und 
in der Umgebung eines jeden von ihnen verliält -^— — ::;^ 
sich die Curve wie das Spiralenpaar p^ = ik^s^ y-'mt 
in der Umgebung des gemeinsamen Pols. Ist "end- / j 
lieh k (aber nicht &) gleich Null, so stellt die ^ig. ss. 

Gleichung eine Curve dar, welche ausser einer 

Inflenon im Anfangspunkte ein Paar asymptotischer Kreise vom Radius b 
besitzt ("einen inneren und einen äusseren), da offenbar, wenn s dem 
absoluten Betrage nach unendlich wächst, p nach ö 
conveigieit und andrerseits 



-?S'«8 + S) 




unbegrenzt zunimmt. Überdies wächst ip auch dann 
ins Unendliche, wenn s sich dem Werte — -r- nähert. 
Man hat also in endlicher Entfernung vom Anfangs- 
punkte einen asymptotischen Punkt, in dessen Um- 
gebung die Curve sieh verhält wie das Spiralenpaar a*p^ = b^s^ in der 
Umgebung des gemeinsamen Pols. 

i) Wenn ferner das Glied p^ nicht fehlt, so lässt sich die Glei- 
chung im allgemeinen durch passende Wahl des Anfangspunktes auf eine 
der folgenden Formen zurückführen : 

p = i -f fcs ± Ic'Yaf^^^, Q^h -\-ks± k'Ys^— a^, 
^ = h -{- ks ± k'Ys^ -\- a^. 
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20 Erstes Kapitel. Natürliclie Discussion der ebenen Curvea. 

In einem Äuanahiiiefall aber, nämlicii dann, wenn die Glieder zweiten 
Grades ein vollständiges Quadrat bilden, kann man der Gleichung die 
Form geben 

p = ö -j- /c, ± ]/2^V, 

Als ganz specielle Fälle (& ^ 0, fc = O) findet man die Cycloide, die 
beiden Pseudocycloiden und die Kreisevolveate wieder. Wir wollen dem 
Leser die Muhe überlassen, zur Übung das Studium aller dieser Curven zu 
Ende KU füliren und sie nach einer möglichst kleiaen Zahl von Normal- 
typen zu classificieren. 
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Zweites Kapitel. 
Fnndameiitalformeln fUr die natürliche Analysis der ebenen Cnrven. 




§ 12. 
Von jetzt an werden wir als Coordinatenaxen immer die Tangente 
und die Normale der Curve in einem beliebigen Punkte M wählen. 
Es werde ein Punkt P betrachtet, der mit M 
beweglicli ist: P' sei seine Lage, wenn sich der 
Anfangspunkt M nach M' verschoben hat; x und 
y seien die Coordiuaten von P, x -\- 8x und 
y -[- Sy diejenigen von P' inbezug auf die Axen 
mit dem Anfangspunkte Jf. Im allgemeinen ändern 
sich beim Übergange von den ursprünglichen 
Axen zu denjenigen mit dem Anfangspunkte M' "^ '"^^ 

die Coordinaten x und »/; sie sind also Functionen von s, und wenn 
M' unendlich nahe an M liegt, so sind die Coordinaten von P' in- 
bezug auf die Axen mit dem Anfangspunkte M' offenbar x-\-äXj y-\- dy. 
Bezeichnen wir nun mit u, v und mit S^p die Coordinaten von M' in- 
bezug auf die ursprünglichen Axen und den Winkel, um welchen sich 
die a>Axe beim Übergänge von der eisten zur zweiten Lage dreht, so 
hat man 

x^Sx==^u-\- [x -\- äx) cos S <p — {y -\- dy') 510. S ^ ^ u -^ X -\- dx— yStp, 
y-\-Sy = v-\-{x^äx) sin *9) -f (;/ + Ay) cos 5^ = w + */ + rf«/ + xS,(p, 

d. h., wenn man durch äs = ds dividiert und sich an die ersten drei 
Gleichungen des vorigen Kapitels erinnert, 



(1) 



o^ ^ V_ \ ] 



ds "" 



Dies sind die Fiindauientalformeln, aus welchen durch Nuli- 
setzen von 8x und by, d. h. unter Voraussetzung des Zuaammenfallens 
von P' mit P, unmittelbar die wichtigen Bedingungen 

m ^ _ 1 _ 1 1? - 



-1, 



yGoosle 
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hervorgehen, welcie notwendig und hinreichend für die TTnbe- 

w^egliehkeit des Punktes (a;,(/) sind. In Polar coordinaten (x^=rcos$, 

y = r sin $) lauten diese Bedingungen 

,„. dr ü «^ö 1 . sin 9 

(3) -r =^ — cos ö , -y- — 

"^ ■' ds ' ds Q ' r 

Will man femerj daas eine Gerade in der Ebene in Ruhe bleibt, die 

durch ihren Abstand q vom Anfangspunkte und durch den Winkel rp 

definiert ist, um welchen sich ihre positive Richtung drehen muss, um 

mit derjenigen der Tangente zusammenzufaUen, so hat man auszudriieken, 

dass die Gleichung der Geraden 

ic sin 9 + ^ coa QU + 2 = 

durch unendlich viele Lösungen von (2) befriedigt wird. Da man 

nun durch Differentiation erhalt 

{«cos»-ä/rinrt(|f-i)~mv + 3-f-f>, 

SO muss sich diese Relation spalten in die beiden folgenden (geome- 
trisch evidenten) 
/,, dw 1 da 

Sie sind notwendig und hinreichend für die Unboweglichkeit 
der Geraden (cp,ff)- 



§ 13. 
Bevor wir weitergehen, wollen wir auf einige Consequenzen der 
Formeln (3) und (4) aufmerksam machen. Nehmen wir an, s wachse 
ins Unendliche, und die Entfernung zwischen M und einem festen 
Punkte P nähere sich dabei einem endKchen Grenzwerte a. Die Coor- 
dinaten r und & von P genügen den Gleichungen (3) und da r nach 
a convergiert, so kp,nn seine Ableitung sieh keinem von Null verschie- 
denen Grenzwerte nähern. Wenn also ein solcher Grenzwert existiert, 
90 liefert die erste der Formeln (3) lim 9 = -r- . Jetzt lässt sieh aber 
dieselbe Betrachtung auf d anwenden, und die zweite Formel (3) liefert 
daher lim p = », Also ist der Kreis vom Radius a mit dem Mittelpunkte 
in P ein asymptotischer ^reis der Curve. Wenn umgekehrt die Curve 
einen asymptotischen Kreis besitzt, so kann sich die Entfernung zwischen 
M und dem Centrum des Kreises keinem vom Radius des Kreises ver- 
schiedenen Grenzwerte nähern. Sonst würde ein GfrenjÄwert von p 
existieren, der von dem ersten verschieden ist. Bemerkt man ferner, 
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dass die Coordinaten des Krümmungsceutrums r = p, ö ^ sind, und 
dass die erste nach a convergierfc, so sieht man, dass mit unendlich 
zunehmendem s das Krümmungscentrum allmählich nach dem 
Mittelpunkte des asymptotischen Kreises hinrüekt. Diese Be- 
merkung füllt eine in § 10 gelassene Lücke aus und führt zu einer 
genaueren Einsicht in das Wesen der asymptotischen Kreise. In ana- 
loger Weise lässt sich im Ansehluss an die zweite Formel (4) eine für 
die Aufsuchung der Asymptoten nützliche Bemerkung machen. Hat 
nämlich j für unendlich zunehmendes s den Gfrenzwert NuU, so kann 
(p keinen andern Grenzwert haben, d h wenn die Tangente eine 
Grenzlage hat, so ist diese notwendig die betrachtete feste 
Gerade (vgl. § 7). 

§ 14. 
Ans den Formein (2) und (4) geht folgende bemerkenswerte Thatsaeho 
herror, die für die natürliche Geometrie TOn grundlegender Bedeutung 
ist: Die zur Fixierung der Punkte und Geraden der Ebene dienenden 
Parameter sind Functionen von s, deren Ableitungen sich durch 
diese Functionen selbst ausdrücken lassen. So zeigen die For- 
meln (2), dass die ersten Ableitungen der Coordinaten x, y eines festen 
Punktes lineare Functionen der Coordinaten selbst sind, und das Gleiche 
lässt sich von den weiteren Ableitungen behaupten, wie man durch 
Differentiation und wiederholte Anwendung von (2) erkennt. Werden 
nun alle Curven mit einer gegebenen Eigenschaft gesucht, so wird man 
im allgemeinen auf eine Relation 

f{x, y, x', y', , ff, q, rp', q, , s) = 

geführt. Dieselbe enthält eine gfwis^e Anzahl Cooidinaten von Punkten 
und Geraden, die in der Ebene fest sind, und muss bestehen, ^ckhtn 
Wei-t auch s haben mag. Nun ist ihei klai, dias man die gfgibent 
Relation nur zu differenzieren briucht, um dirau^i '■ofoit eine andie 
zwischen denselben Coordinaten zu eihalten, mdem man die Ableitungen 
der Coordinaten mit Hilfe dei TJnbeweglichkeitsbedmgucgen heiaus 
schafft. Man gelangt in dieser Weise nicht nur zu einei neuen Eigen 
Schaft der unbekannten Curven, sondern es wird duich fortgesetzte 
Differentiation immer gelingen, ein System von Relationen aufzustellen 
derart, dass man die Coordinaten x,y, i, , ehmmieren knnn Dann 
hat man die aus der Elimination hervorgehende Differentialgleichung 
zu integrieren, um die natürliche Gleichung der gesuchten Curven zu 
finden. 
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§ 15. Geometrisclie Örter. 

Die Coordinaten x, y eines Punktes P seien als Functionen von s 
bekannt. Wie verfährt man, um den Ort von P zu bestimmen? Die 
Fundamentalformeln liefern sofort die Werte von äx und Sy. Ferner kat 
man, um das Bogenelement von (P) auszudrücken, ds'^ = äx^ + äy^. 
Es ist also 

(5) s'=/«Äs, 

wenn man 

«'=e-j+i)"+@+iy 

setzt. Man bestimme die Neigung der Tangente der unbekannten Gurve 
(P) im Punkte P gegen die x-Axe mittels der Formel tgÖ = -J^, 
und bemerke, dass die Tangente von (P) in P' gegen die Tangenten 
der Curve (M) in M und Jlf' um ö + Sip' bezw. 6 -\- d6 geneigt ist. 
Es ist also dip' = äip -\- dö , folglich nach Division mit ds 

vorausgesetzt, dass der positive Sinn der Normale von (P) in folgender 
Weise festgesetzt wird: Lässt man die positive Richtung der Tangente 
sich so lange drehen, bis sie mit dei^enigen der 3;-Äxe zusammenfällt, 
so fallen auch die positiven Richtungen der Normale und der y-As.e, 
zusammen. Schliesslich hat man nur noch s zwischen (5) und (6) zu 
eliminieren, um die natürliche Gleichung von (P) zu erhalten. 

§ 16, Enveloppen. 

Die Gleichung f{x, y,s) = stellt im allgemeinen eine einfach 
unendliche Schar von Curven dar. Jede von ihnen entspricht einem 
bestimmten Punkte der Curve (iÜ). Die den Punkten M und M' ent- 
sprechenden Curven, welche unendlich benachbart sind, können einen 
oder mehrere Punkte gemein haben. Dieselben muss man bei dem 
Übergange des Anfangspunktes von M nach M' als fest betrachten. 
Die Coordinaten eines solchen Punktes erhält man demnach durch 
Differentiation der Gleichung /"== unter der Annahme, dass die Be- 
dingungen (2) erfüllt sind. Sie sind also die Lösungen des Systems 

ro fi^.y..)-o, (f-i)g-ff+|-f=o. 

Sind auf diese Weise x und y als Functionen von s bekannt, so hat 
man auf sie nur noch das im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte 



y Google 



# lö. Geometrische örter. g 16. Eaveloppen. g 17. g 18. ÜbungslieiBpiele, 25 

Verfahren anzuwenden, um die natürliche Gleichung des Ortes der er- 
wähnten Schnittpunkte zu erhalten. Diesen Ort nennt man die En- 
veloppe der Curven f=0. Es kann jedoch vorkommen, dass die 
Gleichungen (7) sich auf eine einzige rcducieren. Alsdann liat man 
eine einzige Curve, wie es z, B. eintritt, wenn /' =^ die Gleichung der 
Curve (M) selbst ist. Diese Bemerkung wird uns im folgenden von 
Nutzen sein. 

§ 17. 
Man beweist leicht, dass die Enveloppe alle eingehüllten 
Curven berührt. Es sei in der That P ein gemeinsamer Punkt der 
beiden Curven /■ = , die zwei unendlich benachbarten Punkten M und 
M' auf der Curve (M) entsprechen d und 0' seien die Neigungen, 
welche die Tangenten der Enveloppe und dei Eingehüllten in P gegen 
die a:-Axe haben. Hält man s fest, ao ist offenbar dei Wert von tgfl' 
durch das Verhältnis y~ gegeben, welches sich aus der Relation 



amt 
Verfahrens und erhält also 



ergiebt. Dagegen bestimmt man 6 mit Hilfe des in § 15 angi 



ds e dy 

während x und y den Gleichungen (7) genügen. Bildet man nun 
tg (^ — ö'), so tritt im Zähler der Ausdruck 



\dl- 

Jdy'^dxds '^dyds 



^ _L 1 i£I _L (zsL _i_ —\£L iiL„ J_£Iz» (£._ ■\\^' I ' 



auf. Derselbe reduciert sich infolge von (7) auf 






0. 



§ 18. Übungsbei spiele. 

a) Um die natürliche Gleichung eines Kreises vom Radius «, 
d. h. den Ort der Punkte zn finden, welche von einem festen Punkte 
(Centrum) wm a entfernt sind, kaom man in folgender Weise verfahren. 
Sind X und y die Goordinaten des Centnims, so muss immer x^ -\- y^ ^ a? 
sein. Durch Differentiation unter Beachtung von (2) kommt ferner x = Q. 
Zunächst laufen also alle Normalen im Centrum zusammen. Durch 
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nochmalige Differentiation erhält man 3/ = ^ und dann daroh Einsetzen von 
X, und 2; in die erste Belation § = a. 

h) Um alle Curven zu finden, welche eonstante Krümmung 
haben, genügt die Bemerkung, dass hei oonstantem p die Bedingungen 
(2) von dem Punkte (;« = 0, y ^ q) erfüllt werden. Also ist dieser Punkt 
fest, und die CurYe ist notwendig ein Kreis vom Kadius p, da ja alle ihre 
Punkte sich in der constanten Entfernung p von dem festen Punkte (O, §) 



c) Welche Curve trifft unter oonstantem Winkel Ö alle von 
einem. Punkte ausgehenden Geraden? Wendet man die Formeln (3) 
auf die Polarcoordinaten {?■, ra — ö) des festen Punktes an, so erhält man 



ds 



s Ö, = 



Aus der ersten leitet man ah r = s cos ö , wenn man ühereinkommt die 
Bogen von dem festen Punkte aus zu rechnen. Durch Einsetzen in 
die zweite findet man p = scotö, die Gleichung einer logarithmischen 
Spirale (§ ll,h, e). 

d) Welches ist die Curve, deren Normalen (zwischen den Inci- 
denzpunkten und den Kriimmungscentren) durch eine Gerade halbiert 
werden? Man hat auszudrücken, dass der Punkt (a; = 0, y = -^ (i) 
eine Gerade hesehreiht. Die Formeln (l) liefern 
Sx 1 Sy 1 dg 



was übrigens sofort aus der Bemerkung hervorgeht, dass sich im Falle 
einer festen Geraden ö von dem gewöhnliehen tp nur im Vorzeichen unter- 
scheidet. Es ergiebt sieh also successiv 



'8«W 






log cos Q ^ log p -j- Const,, g ^= a cos . 



Integriert man femer die Gleichung (8), nachdem man den Sinn, in welchem 
die Bogen gerechnet werden, umgekehrt hat, imd fisierfc den Anfangspunkt 
geeignet, so kommt 

s=J'gd9 = a sinö. 

Also ist s^ -f- p'^ = ffl^, d. h. die angegebene Eigenschaft charakterisiert die 
Cycloide (§ 8, d). 

e) Eine Curve zu finden, deren Krümmungscentra inbeaug 
ftuf die Curve selbst symmetrisch sind zu den Punkten, in welchen 
die Normalen von einer Geraden getroffen werden. Diesmal ist es 
der Punkt (a; = , «/ = ■ — p) , welcher sieh längs einer Geraden bewegen 
muss. Wiederholt man die Rechnungen des vorhergehenden IJbungsbeispiels, 
so erhält man successiv 
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g y^ -\- Conat. , 



und endlich, wenn man den Sinn, in welchem die Bogen gerechnet werden, 
umkehrt. 



=f^de^aigO, ? = « + ^ 



Dies ist die Gleichung einer Kettenlinie (§ 5, h). 

f) Eine Curve zu finden, von solcher Beschaffenheit, dass die 
Strecke, welche auf der Tangente vom Berührungspunkte aus 
durch eine Gerade abgeschnitten wird, constant ist. Hier handelt 
es sich darum, auszudrücken, dass der Punkt (a; = a , «/ = 0) eine Gerade 
hesehreibt. Nun hat man 

'-_!, $^_», tgö-». 

Aus der letzten Gleichung, welche sich mit Hilfe von (8) auf die Form 

, , de 1 
cot ö -3- == 

bringen lässt, leitet man ohne weiteres s 




log sin Ö = , p = « cot Ö 

und erhält also die natürliche Gleichung einer Tractrix (§ 8, e), 

g) Eine Curve zu finden, deren Krümmungsradius in jedem 
Punkte gleich der Strecke ist, die aaf der Normale von zwei 
parallelen Geraden abgeschnitten wird. Mit andern Worten; Wenn 
a der Abstand der beiden Geraden ist, so soll die Projection des Krümmungs- 
radius auf eine feste Gerade beständig gleich a sein, so dass man hat 
a ^ ^ sin (p . Um die Unveränderlichkeit der Richtung der Geraden aus- 
zudrücken, hat man 

mithin 



■|(^ + ri). 



Die gesuchte Ourve ist also eine Kettenlinie gleichen Widerstandes 
(§ 5, o). 

h) Welche Curven haben in ihrer Ebene einen Punkt von solcher 
Beschaffenheit, dass die Projection des Badiusveetors auf die Tan- 
gente dem Bogen proportional ist? Es wird verlangt, dass für eine 
Losung (w,y) der Gleichungen (2) x ^^^ hs ist. Die erste Bedingung (2) 
zeigt aber, dass gleichzeitig j/ = (/c -f- l) ^ sein muss und die zweite führt 
zu einer Gleichung, deren Integration 
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ergiebfc. Wenn man die Constaiite gleicli Null annimmt, so erhält man ein 
Paar logarithmischer Spiralea. Sonst hat man eine Epicyoloide (k > O), 
eine Hypocycloide (ä < — 1) oder (wena h zwischen und — 1 liegt) 
eine Curve vom pseudocycloidischen Tjpus (§ 8, e). Giebt man der Glei- 
chung der Curve die Form 

so findet man leicht den Wert von h. Dann wird 

Um zu beweisen, dass dies die Cooidinaten des Mittelpunktes P des Leitkreises 
(§ 8, d) sind, genügt die Bemeikung, das& if gleichzeitig mit ^ verschwindet, 
d. h. dass der gefundene Punkt deijpuige ist, in welchem suh die Cuspidal- 
tangenten treffen. Übrigens findet md,n noch, dass x gerade gleich dem 
Eadius des Leitkreises wird. 

i) Um alle Ouryen zu finden, die einei gegebenen Cuitc ahn 
lieh sind, genügt folgende Bemerkung. Sind inbezug aul die gegebene 
Curve r und 6 die Polareoordinaten des Ähnhclikeitip unkte«, so wiid sich, 
wenn man ihn auf eine beliebige ähnliche Curve bezieht, die erste Cnoidmate 
mit einer Constanten 7c multiplicieren, während die andre nngeandert bleibt 
Die Bedingungen (3) werden 

, dr a AO 1 , Bin 9 

k -j-,- = — cos ö , -j—, ^ , -\ i — ■ 

ds ' as Q icT 

Daraus ergiebt sieh, dass s' = 7cs, q' = k^ sein muss. Demnach erhält man 
die einer gegebenen Curve ähnlichen Curven, indem man in der Gleichung 
dieser Curvo s und p mit einer willkürlichen Oonstanteu multipliciert. Im 
besondern bemerke man, dass dieses Verfahren bei den Gleichungen 
p* = 2[i;s, s^ -{- ^^ = a^ u. s. w. auf eine blosse Änderung des Wortes von 
a hinausläuft. Also sind alle Kreisevolventen ähnliche Curven, und das 
Gleiche lässt sich von den Oycloiden, den Kettenlinien u. s. w, behaupten. 
Dagegen bleibt jede lineare Gleichung zwischen s und q dem Wesen nach 
ungeändert, und es lassen sich daher alle einer gegebenen logarithmischen 
Spirale ähnliehen Curven mit der nämlichen Spirale zur Deckung bringen. 
Mit andern Worten: Die logarithmischen Spiralen haben die merkwürdige 
Eigenschaft, ihre Gestalt nicht zu ändern, wenn man sie von einem 
beliebigen Punkte aus (gleich stark in allen Eiohtungen) dilatiert. 
Für sie löst sich die Dilatation auf in eine Translation uud eine darauf- 
folgende Eotation um die neue Lage des Pols. 

j) Zwei Curven lassen sich unter Umständen (wenn sie nämlich ähnlich 
sind) in eine solche Lage bringen, dass die Tangenten in zwei Punkten M 
und M\ die in gerader Linie mit einem festen Punkte P liegen, parallel 
sind. Es kann nun auch vorkommen, dass für zwei Curven die Tangenten 
in den Punkten M und M', deren Verbindungsgerade durch P geht, anstatt 
parallel zu sein, inbezug auf MM' antiparallel sind. Alsdann nennt 
man die Curven invers, und P ist das Inversioascentrum. Die Polar- 
coordiaaten von P seien (r, Ö) inbezug auf die Curve (Jf) und (r\ ö') in- 
bezug auf (M'). Offenbar ist Ö' = jt— ö, wenn man übereinkommt, dass 
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M und M' die bsEÜglichen Ourven ia demselben Smne durchlaufen müssen, 
um in gerader Linie mit P zu bleiben, und wenn die Richtung der Normale 
von (M') der in § 15 gemachten Festseiaung entspricht. Bemerkt man 
nun, dass die Neigung der Tangente von (M') gegen die Tangente von (M) 
2Ö ist, so giebt die Formel (6) 

" ^ 1 I ^dB ^^ine de 

p' e ' '' ds r ~^ ds 
Andrerseits worden die Bedingungen (3) für die Gurve (Jf') 
dr' „ V «^md , flO 
— = * " — = 1 

V gl ht m d 1 t t m t l t 1 1 It Bit 

htmnda ^ twa libg tta m 1 

f a h n m tn h n B tra htu g bt D 1 kt 1 t 



mtl lltgtn = DK mEl mitl 

Mitt Ip inkt m P t d (_ mdtr d In rs n f P ph 

fall tw dg 11 & hn ttpunkt d 1 d Cui n da ja ht gl h 

w d kan b da la Cl h m t h ht Ti gt ma d 
1 1 d W t d t E lat h It m 

-+-= nO 

und die geometrische Interpretation dieser Gleichung zeigt, dass auch die 
Krümmungscentra in zwei entsprechenden Punkten mit dem 
Inversionscentrum in gerader Linie liegen. 

k] Die Liveision unterscheidet sich nicht wesentiich. ^on dpi Tians 
fuimation vom Index — 1. Die Transformation vom Indes v beht«bt 
dann dass man einem gegebenen Paukte einen andern Punkt entspiechen 
lasst deisen Äifas: proportional der v-ten Potenz des Affixes des eisten 
Punktes ist Vertährt man wie bei der Inversion, so gelingt es leicht, zu 
beweisen dass die Tangenten in zwei entspreebendan Punkten sieb 
aut dem durch die genannten Punkte und den Pol bestimmten 
Kreise treffen, und man findet die Relationen 



'f- 



'•ds, a'""^( 



r -\-{v — l)g s 



Aus ihnen kann man durch Elimination von s für eine beliebige Curve die 

natürliche Gleichung der transformierten Curve vom Indes v ableiten. 

l) Für eine gegebene Curve die Fusspunkteurve inbezug auf 

einen Punkt zii. finden d b den Ort der Fusspunkte der von einem 

festen Punkte P auf die Tangenten lei < urve gefäUten Lote. Wendet man 

die Formeln (l) an auf die Tojrdmaten j, =^ r cos 9, ^ = der Projection 

31' des Punktts P auf die Tangente so erhält man 

dz ) „0/ )■ „ 

— - = sin ö , -^ ^ — cos ö , 
ds Q as e ' 
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inittin -^ = coi 6 . Daraus folgt, daas die Normale der Fiisspuiiktcurve 

inbeBUg auf die Tangente von {M) zu. PM antiparallel ist. Folglich 

halbiert sie den Kadiusveetor PM. Überdies sieht maa, dass jt = — 

e 
ist. Folglich wird die Formel (6), wean man beachtet, dass in ihr 6 durch 

— — 6 zu ersetzen ist, 



Die natürliche Gleichung der Fusspunktcurve orgiebt sich also durch Elimi- 
nation von s aus den Gleicliungen 



=/ 






Ist z. B. die gegebene Curve ein Kreis vom Eadius a und gehört P der 
Peripherie an, so dass p^=a, s=2o.Ö, )-=2«sinÖ ist, so entnimmt 
man aus den letzten Formeln succossiv 

s'=4a rsinö(^Ö = — 4acosi9, ^' ^^smd, s'^-\- 9?'^= 16«-". 

Also ist die gesuchte Fusspunktcurve eine Cardioide (§ 8, d). Wir wollen 
schliesslich bemerken, dass der Ausdruck voa q' zu der folgenden äusserst 
einfachen Construction des Krümmungscentrums G' führt: Wenn die Pro- 
jection H des Krümmungscentrums der gegebenen Curve auf den 
Eadiusvector sich in N auf die Normale projiciert, so enthält 
die Gerade PA'' das Krümmungscentrum der Fusspunktcurve. In 
der ThatI Wenn L die Pxojection von P auf die Normale ist und Q der 
Treffpunkt des Kadiusvectors mit LM' (der Normale der Fusspunktcurve), 
so giebt die Transversale PC'N'in dem Dreieck LMQ: 

, _ £ _ ~ 'QC'' ~ PQ . MN ~ e sin f ' ^- ^- ^''• 

m) Wichtig sind diejenigen Curven, deren Krümmung dem Nor- 
malenabschniti zwischen dem Incidenzpunkte und einer festen 
Geraden proportional ist. Für eine solche Curve hat also Aas "Ver- 
hältnis gp : cos g) einen constanton Wert. Zunächst werden wir annehmen, 
dieser Wert sei negativ, so dass man auf Grund der Formeln (4) schreiben kann 

q = cos 9) ^ ^ a^ ^ sin gi = — «^ -^-^ ■ 

Daraus folgt bei geeigneter Fixierung des Anfangspunktes der Bogen 
g = ha cos — , wo h eine willkürliche Constante bedeutet, welche man 
immer als positiv voraussetzen kann. Die Differentiation liefert für sin 9 
den Wert — h sin — , und die drei Relationen 

g = ?ca cos — , sin gi ^ — ft sin — , q ^ — ^ cos 91 
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1 der Gestalt der Curve Eecheasoliaft za geben. Im Au- 




geaagen, un 

fangspTintte (s = O) hat man <p = 0, q = ha, 41 = 

Curve vom Anfangspunkte aas in den beiden 

KichtungeH parallel zu der festen Geraden, 

welcher sie sieh immer mekr nähert in dem 

Masse, als s zunimmt, Ist ft < 1 , so kann 

man s bis "iz — na variiren lassen und hat als- 

dacn sin g) = ^ft, g^O, ^ = 00 , d. h. 

die Curve durchsetzt schliesslich die Gerade und 

hat dort eine Inflexion. Die Gerade teilt 

also die Curve in unendlich viele congmente 

Bogen von der Länge Tta. Jeder derselben 

endigt auf der genannten Geraden in zwei Inflexionspimkten. Die Tangenten 

in diesen Punkten lassen sich auf Grund der Bemerkung eonstruieren, dass 

sie parallel den Sehnen (von der Länge a) sind, welche vom Anfangspunkte 

nach den Schnittpunkten der Geraden mit dem Kreise gehen, der über 

dem Krümmungsradius in als Durchmesser heschriebea ist. Ist /;>!, 

so kann s die Werte i -^ Tta nicht erreichen, da der absolute Betrag von 

sin 9j die Einheit nicht überschreiten kann. Sobald man beim Zunehmen 

von s sin — == + ',7 hat, wird (p gleich T 'i "^^i 9 verschwindet, 

wahrend 3 den Wert a "|/&^ — 1 annimmt. Man hat also unendlich viele 
eongruente Bogen, deren jeder in zwei Spitzen endigt, und der Ort der 
unendlich vielen Spitzen ist eine Parallele zu der gegebenen Geraden. Die 
natürliche Gleichung erhält mau leicht, indem man in dem Ausdruck von p 
für ip und 2 i^^^ Werte einsetzt. Sie lautet: 



■fl/i + (i -''■)%■-, 



Zwischen beiden Curventypen steht der Kreis, welcher der Annahme Jt = 1 
entspricht. Aus der natürlichen Gleichung ergiebt sich, dass in der Umgebung 
des Anfangspunktes diese Curyen sich verhalten, wie wenn ihre Gleichung 

lautete, diejenigen vom ersten Typus haben also das Aussehen einer Ketten- 
iinie und diejenigen vom zweiten Typus das einer Pseudocatenarie. Diese 
letzteren verhalten sich femer in der Umgebung einer Spitze wie die Evol- 
vente eines Kreises vom Eadius ■ - die ersteren dagegen in der Um- 



gebung eines Inflesionspunktes wie die Klothoide sg == j_-- yX — 7s^, 

n) Wenn die Oonstante positiv ist, so findet man, dass 3 der Differen- 
tialgleiehuag 5 = a^ -r-| genügen uad demnach die ^orm 



g = Ac" + )ie 
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mit den willkürlichen Constanten l und ft kaben nrnss. Erteilt man einer 
der Constanten den Wert 0, so findet man die Traetrix wieder. Wir wollen 
deshalb annehmen, k und jt seien von Null verschieden. Alsdann wird 
man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes die Werte der Constanten 
andern und erreichen können, dasa sie wenigateas dem absoluten Betrage 
nach einander gleich werden: es wird dazu genügen, dem Anfangspunkte die 
Verrücknng — aloglT-r-i längs der Cnrve zu erteilen. Wir erhalten 
also zwei Curventypeu, je nachdem in den Formeln 







das obere oder das untere Zeichen gewählt wird. 
Setzt man s = 0, so erkennt man, dass bei 
den Curven vom erstem Typus der Anfangs- 
punkt auf der festen Geraden liegt und sie 
daselbst eine Inflexion haben. Dagegen liegt bei 
denjenigen vom zweiten Typus der Anfangs- 
punkt ausserhalb der Geraden, ist aber immer 
noch der ihr am nächsten liegende Punkt. 
Die Tangente im Anfangspunkte der Curven 
jfig, 26, vom ersten Typus bildet mit der Geradon 

einen Winkel, dessen Sinus k ist (folglich 
muss Jfc -< 1 sein), während bei den Curven vom zweiten Typus die Tangente 
parallel zu der festen Geraden ist. Inzwischen darf bei keiner dieser Curven 
s unbegrenzt zunehmen; denn der absolute Betrag von sin <p kann die 
Einheit nicht überschreiten, folglich kann s nur bis zu dem Wei-te 



variiren, und dann ist 5 ^= a ]/l T fc^ , 9) = ± -^ jt , p = , d. h. man 
hat eine Spitze, in welcher die Tangente senkrecht zu der festen Geraden 
ist. Die unendlich vielen analogen Spitaen liegen alle auf einer in der 
Entfernung a yl -H ft^ zu der festen Geraden gezogenen Parallelen. 



§ 19, Parallele Curven. 
Parallel heissen zwei Curven, welche dieselben Normalen haben. 
Um auszudrücken, dass der Punkt {x, y) eine zu der Ourve (M) paral- 
lele Curve beschreibt, genügt es, a; = und dy = zu setzen. Dann 
werden die Formeln (1) 

(9) 5?_1_1, 'iä^_0. 

Die zweite G-leichung zeigt, dass y einen constanten Wert a haben 
muss, und zwei parallele Curven sind daher auch äquidisfcant. Wenn 
umgekehrt eine Curve auf den Normalen einer andern von den Incidenz- 
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33 



punkten aus gerechnet Strecken von der Länge a absehneidetj so sind 
die beiden Curven parallel, da man bei Anwendung der Formeln (1) 
auf den Punkt (a: = 0, ?/ = «) Sy ^0 erhält. Die erste Gleichung (9) 
giebt, wenn man beachtet, dass ds' = Sx ist, s' = s — aip, und aus 
der Formel (6) entnimmt man, da = ist, p' = p — a. Also 
haben zwei parallele Curven dieselben Krümmungscentra. Um die 
natürliche Gleichung der unendlich vielen Parallelcnrven einer gegebenen 
Gurve zu erhalten, genügt es, s aus den Gleichungen s'^=s — a<p, 
p' ^ p — a KU eliminieren. Es ist nÜtzHeh, zu bemerken, dass man 
der Gleichung einer Schar von parallelen Curven immer die Form 
geben kann 

(10) '-fT+f »"<■•' 

indem man die Function /' in geeigneter Weise bestimmt. In der That 
bat man für a = 

mithin 



§ 20. Evolute und Evolventen. 

Evolute einer Curve nennt man die Enveloppe ihrer Normalen, 
Da diese gleichzeitig die Normalen jeder andern parallelen Cuito sind, 
so sieht man, dass eine und dieselbe Curve die Evolute einer ganzen 
Schar von parallelen Curven ist: diese nennt man die Evolventen 
der betrachteten Curve. Dies vorausgeschickt giebt die Gleichung der 
Normale {x = 0), wenn man sie differenziert, y ^ q. Also ist die 
Evolute einer ebenen Curve der Ort ihrer Krümmungscentra: 
eine geometrisch evidente Eigenschaft (vgl. § 2). Um die natürliche 
Gleichung der Evolute einer gegebenen Curve (M) zu finden, muss 
man die Formeln (1) auf die Coordinafcen x^ 0, y = Q des Punktes 
C, des Krümmung centrums von (M) in M, anwenden. 

Man erhält 






Sy dQ 



-0, ^ = 



(11) 



femer, wenn man alles, was sich auf die Evolute 
bezieht, mit dem Index 1 auszeichnet, ds^ ^Sy = d^. 
Also ist bei geeigneter Fixierung des Anfangs- 
punktes der Bogen s^ = ^. Daraus folgt, dass 



■4 m 
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jeder Carvenbogen gleich der Differenz der Tangenten in 
seinen Endpunkten ist, gerechnet Yon den Berührungspunkten 
bis zu einer beliebigen Evolyente. Hiernacb ist folgendes klar: 
Wenn ein unausdehnbarer Faden, der anfangs auf eine Cni-ve aufge- 
wickelt ist, sich in der Ebene derart abwickelt, dass er fortwährend 
t bleibt, 80 beschreiben seine Punkte die unendlich yieleu Evol- 



venten der betrachteten Curve. Endlich leitet man, da ö ^ - ist, 
aus (6) ab pjds = p(?p. Man erhält also die natürliebe Glei- 
chung der Evolute einer gegebenen Curve durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 

(12) ^1 = 9, 9i = Q-£- 



§ 21. 
Wir wollen an dieser Stelle folgendes bemerken: Wenn mit un- 
endlich wachsendem s die betrachtete Curve sich asymptotisch um 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte P herumwickelt, so gehen die 
Gleichungen (11) in die Unbeweglichkeitsbedingungen für das Krüm- 
mungscentrum über: dies stimmt mit dem zusammen, vraa wir in 
§ 13 gesehen haben. Überdies liefert die zweite der Formeln (12) 
lim pj = 0, und da die auf die Evolute bezügliche Function (p unbegrenzt 
zunimmt wie die auf die gegebene Curve bezügliche (welche sich von 
jener mu: um eine Constante unterscheidet), so hat die Evolute in P 
einen asymptotischen Punkt. Also sind die Mittelpunkte der asymp- 
totischen Kreise einer Curve asymptotische Punkte der Evolute. Ganz 
dieselben analytischen Verhältnisse bieten sich, wenn in einem Punkte 
mit bestimmter Tangente p ein Minimmn oder Maximum ist. Dann 
hat die Evolute im allgemeinen einen Rückkehrpunkt. Von alledem 
kann man sich leicht geometrisch Rechenschaft geben (vgl, §§ 6, 9). 



Die Evolute der Evolute einer Curve nennt man die zweite 
Evolute dieser Curve. Die Evolute der zweiten Evolute ist die dritte 
Evolute u. s. w. (vgl. Fig. 27). Es seien s„ und q„ der Bogen und der 
Krümmungsradius der M-ten Evolute von (M) in einem gegebenen 
Punkte M. Durch Anwendung der Formeln (12) auf die (ti —~ l)-te 
Evolute erhält man 

'^ä'n— 1 '^*« 

^]i ■ &n — l , &n Pn — 1 j — pB — 1 ^ f 
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ist, mithin 

(13) p„ = p^^p^_i. 

Wenn also in der Reihe p , p; , p^ > Ps j ■ ■ ■ ■ '^<*^ Functionen von s ein 
beliebiges Glied gegeben ist, so hat man nur seine Ableitung zu bilden 
und dieselbe mit p zu midtiplicieren, um das folgende Glied zu erhalten, 
Wäiilt mau noch einfacher als unabhängige Variable die Function tp, 
welche der Curve und allen ihren Evoluten gemeinsam ist, so erkennt 
man sofort, indem man in (13) ^d(p für äs setzt, dass pj, pg, pj, ... 
die successiven Ableitungen von p nach (p sind. 

§ 23. 
Wir woUen mit einer Bemerkung schliessen, die nicht ohne 
Interesse ist. Wenn in einem Punkte M die Krümmungseentra 
(7, Gl, Cg, Cj, . . . sich einem Grenzpunkte P nähern, so ist dieser der- 
selbe für alle andern Punkte von (ilf), wenigstens auf einem in der 
Umgebung von M passend bestimmten Bogen. In der That ist die 
Zulassung der Existenz einer Grenzlage P gleichwertig mit der An- 
nahme, dass die Reiben 

(14) a: = — pi -I- p3 — ps H , j, = p — p, + p^ 

convergieren: die Summen dieser Reihen sind gerade die Coordinaten 
von P. Inzwischen ergiebt sich unter Benutzung der Formel (13) 

9^ = — Ps-l-ei — P6+ ■■■=y — 9, ?-^ = 9i — Pa + PB = —3!, 

d, h. die Bedingungen (1) sind erfüllt. Also ist P ein fester Punkt in 
der Ebene der Curve. 

§ 24. tTbungsfceispiele. 

a) Was für eine Curve ist die Evolute der Traetris? Schreibt 






die Gleichung der Traetris i 



so erhält man durch Differentiation 

Die gesuchte Curve ist also eine Eettenlinie. 
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b) Verftlhrt man analog bei der Gleichung h^a^ — P^ = fc^u^c 
erhält man 



?i = * 



' = /c^a — ^ = h^a - 



Also ist (§ 11, f, g) die Pseudocatenarie die Evolute einer Pseudo- 

c) Wir wollen die Curven finden, welche unter coustantem Winkel 
unendlich viele gleiche Kreise schneiden, deren Mittelpunkte auf einer Ge- 
raden liegen. OfFenbar haben die Coordiaaten des Mittelpunktes eines Kreises 
inbezug auf die Tangente und die Normale in dem entsprochenden Punkte 
der unbekannten Curve constante Werte a und i>. Mit Rücksicht darauf leitet 
man aus (l) ab 

mithin wird 



'--/*'«' -/(7^ 



Jetzt wollen wir uns der Formel (lO) bedienen, um die zu der unbekannten 
Curve im Abstände h gezogene Parallelearve zu bestimmen. Man findet 

s = f-^A = I ^°^ (ö* + "^^ + *^°'^'-' ^-^^ ? = a Ve" — 1 . 

und die gesuchten Curven sind demnach Parallelcurven einer Traetris. Sie 
sind also die unendlich vielen Evolventen der Kettenlinie. 

d) Die Evolute der logarithmischen Spirale erhält man unmittelbar 
durch Differentiation der natürlichen Gleichung p = hs. Man findet 
Pj = Z;p = itsj , femer in analoger Weise p^ = Z;% u. s, w. Also ist die 
logarithmische Spirale allen ihren Evoluten congruent. Wenn 
man überdies bemerkt, dass p„ = it"+^s ist, so sieht man, dass für ein fc, 
welches dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, die Eormeln (14) liefern 

Ti^s Äs 

Der Punkt P, von welchem in § 23 gesprochen wurde, ist also in dem 
vorliegenden Falle kein andrer als der Pol (§ 11, b) der Curve. 

e) Auch die Cycloide ist ihren Evoluten congruent. In der 
That orgiebt sich aus s^ -j- p^ ^ a^ durch Differentiation pj^ = — s, und 
da s^ = p ist, so hat man s^ + Pi^ ^= <**■ Dagegen leitet man aus 
s^ ^ p^ ^ ± ffl^ ab s^ — Pi* "^^ "^ ^- ■'^Iso sind zwei Pseudocycloiden 
(§ 8, e) mit gleichem Parameter und von verschiedenem Typus immer so 
beschaffen, däss jede die Evolute der andern ist. Es folgt daraus, dass 
jede Pseudocycloide ihren Evoluten von gerader Ordnung con- 
gruent ist. 

f) Allgemeiner leitet man aus der Gleichung h^s^ -\- a^p* = ü^ö^ ohne 
Schwierigkeit ab h^s^ -\- »i^Pi^ = 'i^^(>^, wo a^^ b^ ^i "^ ^ gesetzt 
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worden ist. Da hiernach die Gleichung der Evolute aus derjenigen der 
ursprünglichen Curve erhalten werden kann, indem man s und q mit -v 
multipli eiert, so sieht man, dass die Epieycloiden und Hypocycloiden 
ihren Evoluten ähnlich sind. Betrachtet man die geometrische Pro- 
gression, welche- mit den Gliedern it und ö beginnt, so wird die «-te Evo- 
lute der durch die Parameter a und h definierten cycloidalen Curve durch 
das w-te und (n -\- l)-te Glied der Progression definiert. Convergiert die 
letztere, was allein bei den Epieycloiden der Fall ist (§ 8, d), so ist die 
in § 23 gemachte Bemerkung anwendbar, und man findet 



Dies sind gerade (vgl. § 18, h) die Coordinaten des Centrums des Leitkreises, 
auf welchen sich also die successiven Evoluten der Epicycloide allmählich 
zusammenziehen. 

g) Giebt es Curven, bei welchen jeder Punkt und das entsprechende 
Krummungscentrum der Evolute in gerader Linie mit einem 
festen Punkte liegen? Suchen wir allgemeiner die Eaveloppe von JfC^. 
Die Gleichung dieser Geraden ist ^x -j- p^)/ = 0. Durch DifPerentiation 
erhält man (p -j- $2) 2/ = ?^- ^^° ^^'^ ^^^ Coordinaten des Berührungs- 
punktes P von MC^ mit seiner Enveloppe 

und duich Anwendung des in § 15 angegebenen Verfahrens wurde man in 
jedem Falle zu der Gleichung der Enveloppe gelangen. Soll P fest sein, 
so muss man ausdrücken, dass die Bedingungen (2) von den vorstehenden 
Functionen x und y erfüllt werden. Es ist aber vorzuziehen, die Differen- 
tiationen fortausetzen, indem man die letzte der erhaltenen Gleichungen, 
d h (? -|- ps) «/ =^ e^, wieder aufnimmt. Beachtet man die Ausdrücke der 
Cooidmaten, so findet man (1(13 = pipä ^^^ ^^^^'^ ^''^^ diese Weise, dass C^ 
dei Geladen 3IC^ angehört. Inzwischen überzeugt 
man sich leicht, dass der Punkt P der Geraden CC^ 
angehört Dies bedeutet, dass die Curve (C) dieselbe 
Eigen3t,haft wie (M) hat. Folglich gehört G^ der 
Geraden CC^ an u. s. w. Die Curven, welche wir 
suchen, sind also so beschaffen, dass ihre succes- 
iiven Krümmungscentra in einem beliebigen 
Punkte M auf zwei Geraden liegen, welche um 
den festen Punkt P rotieren, wenn M die Curve (M) 
durchläuft. Was für Curven sind dies? Schreibt 
man die Gleichung ppa ^= öipa in der Form — ^ --, 

so leitet man daraus, wenn man sich an die Relation (13) erinnert und 
integriert, sofort ab pg = fcp, femer durch nochmalige Litegration pj = ks 
und endlieh q^ — hs^ = Const. Also sind die gesuchten Curven diejenigen 
vom cycloidischen oder pseudocycloidisohen Typus und die logarithmischen 
Spiralen. Trägt man übei-dies in (15) die Werte p^ = Jcs, pj = ftp ein, 
so erhält man 
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+ 1 ' +7 

und erkennt auf diese W 1 d t t P kt P 1 Mittelp nkt d 

Leitkreises ist (vgl. § 18 h) Z d Ib C m d li ^ 

langen, wenn man nur 1 B dl gung t Ute d C d. C g d 

Linie mit M liegen soll 

h) Um die Evolve tedKiia mltdi fid ggt 

in der zweiten Formel (l ) p = t M h li laim qJ^= i 

mitliin p* = 2ffls, und uf d W t d Nim g htf t gt mt 

wir die durch diese Gl h g d ^ t 11t C Ani g (_§ 8 ■) b t gt 

haben. Wünscht man unm h EltlElt htm 

die Ausdrücke {12) für d q q = 2 t dfldt 

dann durch Integration d pppt 1 tM wdufdi 

Weise dazu geführt, di Ol hun ( — l) t E I t d I 

in der Form g" = h^s ~~ hm I w 1 fi 1 t man nut H If 

der Formeln (12), das d ti li h ("1 huug d E 1 t di Ciu 
pB-i =, H _ _ j J„ - t md dr t mu. ^ - = Ä _ -~ 

sein. Der Vergleich d bd flhm gtttt7 h h 

(wenn man sich erinn rtd Ä= t) Im hit fd 

Weise, dass die Gleichung 

^ ^^ ~ 
eine (m — l)-te Evolvente des Kreises vom Eadius a darstellt. Die sueces- 
siyen Evolventen nehmen immer mehr die Form einer logarithmisclien 
Spirale an, da mit unbegrenzt wachsendem w die natürliche Gleichung in 



i) Alle Ourven g = hs" haben Evoluten von derselben Art. Man 
weiss (§ 11, e), dass diese Curven vier verschiedenen. Typen angehören, je 
nachdem n in eins der vier Intervalle fällt, die durch die Grenzen — cxj, 
0, 1, 2, oo bestimmt sind. Wir wollen daran erinnern, dass zu den Ouarvea 
vom ersten Typus die Klothoide und zu denen vom aweiten die Kreie- 
evolvente gehört. Die Curven vom vierten Typus sind durch das Vorhanden- 
sein von Asymptoten im Endlichen charakterisiert, während diejenigen vom 
dritten ins Unendliche verlaufen wie die Ourve aq = s^, welche eine be- 
kannte Evolvente besitzt (§ 11, a). Bei Anwendung der Formeln (l2) auf 
die Gleichung q ^ hs" erhält man eine analoge Gleichung, in welcher der 

Exponent «^ = 2 geworden ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der 

Ourven vom ersten Typus dem vierton angehören, was sich durch die Be- 
merkung erklärt, dass aus den Punkten höherer Berührung mit der Tan- 
gente die Asymptoten hervorgehen. Die Evoluten der Curven vom zweiten 
Typus gehören demselben oder dem ersten Typus an. Bei den übrigen 
Typen gehören die Evoluten dem dritten Typus an. Dieser letzte Typus 
kommt bei der Bildung der successiven Evoluten schliesslich immer zum 
Vorschein, mit Ausnahme der Kreisevolventen, In der That hat der Exponent 
n für die v-ie Evolute den Wert 

„ = (" + 1) " - ^ 
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und man sieht leicht, dass für v ^ 2 nnd für ein n, welches negativ oder 
grösser als 1 ist, 1 ■< «i ■< 2 ist. Nur die Curvea yoiu zweiten Typus 
haben Kvoluten von allen Typen, da offenbar die v-te Evolute beziiglicb 
vom dritten, vierten, ersten oder zweiten Typus ist, je nachdem n einem 
der Intervalle angehört, die durch die Grenzen 0, — ■■ : , — — , ■■■■■■■■ , 1 
bestimmt sind, und zwar mit Ausschluss der Grenzen selbst, welche dem 
Kreise und seinen Evolventen und der logaritbmischen Spirale entsprechen. 
Da nun aber die Zwischen^ahlen mit unbegrenzt aunebniendem v nach 1 
convergieren, so ist Mar, dass in jedem Falle schliesslich der dritte Typus 
überwiegt. Übrigens kann man zu diesem Schluss durch die Bemerkung 
gelangen, dass es, wenn w zwischen und 1 enthalten ist, genügt, 
(y — l) (l — «) > 1 zu machen, damit «^ zwischen 1 und 2 falle. Da 
ferner in allen Fällen lim w, == 1 ist, so zeigt sich deutlich die Tendenz 
aller Evoluten, die Gestalt einer logarithmischen Spirale anzunehmen. 
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Drittes Kapitel. 
Bemerkenswerte ebene Cnrven. 



§ 25. Kegelschnitte. 
Einen Kegelschnitt nennt man jede Cnrve, die im gewöhnlichen 
cartesiachen System mit unhe wegliehen Axen durch eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen den Coordinaten x und y ihrer Punkte dar- 
gestellt wird. Wird der Kegelschnitt auf die Tangente, und die Nor- 
male in einem beliebigen Punkte M bezogen, so fehlt in der Gleichung 
das absolute Glied. Da ferner für ein nach Null convergierendes x 
(§§ 1, 4) 

liin^ = 0, lim-^i = ^ 

sein mussj so sieht man, dass die Gleichung auch von dem Gliede mit 
X frei sein muss, so daas man ihr die Form 

(1) !,--!-(««' + /Ji,' + 2ri!,) 

geben kann, indem man für den Augenblick mit k die Krümmung in 
M bezeichnet. Man bemerke, dass wegen der willkürlichen Wahl des 
Anfangspunktes M im allgemeinen, wenn x unbegrenzt zunimmt, auch 
y unendlich gross von derselben Ordnung sein wird, und dass man 
daher das erste Glied Ton (1) gegen das aweite vernachlässigen darf 
Dieses letztere läsat sieh immer in zwei Linearfaetoren zerlegen: 

ßic^ 4- ßy^ + 2y'xy = {Ix + ^y) {X'x + it'y). 

Im Unendlichen verhält sich also die Curve schliesslich wie ein Paar 



(2) 'i^ + f*^ = 5; )^'x + iL'y = q'. 

Sie sind conjugiert imaginär, wenn die Discriminante ^ = aß — y^ 
positiv ist, reell und von einander verschieden, wenn z/<0 ist. Im 
ersten Falle nennt man den Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine 
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Hyperbel. Zwischen den Ellipsen und Hyperbeln steht die Parabel, 
die durch ^ ^ charakterisiert wird. Ferner neEut man eine gleich- 
seitige Hyperbel den Kegelschnitt, der sich im Unendhchen verhält 
wie ein Paar orthogonaler Geraden. Dieselbe wird charakterisiert 
durch die Bedingung für die Orthogonalität der Geraden (2), d, h. 
XK' -\- ji-it' ^ 0, welche sich auf « -j- ^ = reduciert. 

§ 26. Asymptoten. 

Denken wir uns auf den linken Seiten der Gleichungen (2) für 
X und y die Coordinaten der Cur venp unkte eingesetzt. Dadurch 
wird die Gleichheit zwischen den linken und rechten Seiten auf- 
gehoben. Sie wird sich aber, wenn der Punkt (x, y) auf der Ourve 
ins Unendliche fortrückt, nach und nach wiederherstellen, falls man 
für q und q' die Grenzwerte der linken Seiten setzt. Da nun die 
Differenzen zwischen den linken und den entsprechenden rechten 
Seiten abgesehen von endlichen Factoren die Entfernungen des Punktes 
(x, y) von den beiden Geraden darstellen, so sind diese Asymptoten 
der Curve (§ 13). Inzwischen erkennt man durch Hcivorziehen des 
Factors x aus Xx -]- (ly und X'x + ^'i/ ohne weiteres folgendes- 
Wenn sieh diese Grössen für unendlich zunehmendes < endlichen 
Grenzwerten nähern, so convergiert das Verhältnis — bei dei eisten 

Grösse nach , bei der zweiten nach -, ■ Unter Berücksichti- 

gung der Relationen 

XX'=c., ,tt|it'=/3, Xii'-\- iiX'=2y, ift'— (iA'= S«]/^ 
findet man demnach; 

q ^ hm {Xx -\- jiy) = lim 



g'= lim (X'ic -\- ji'y) '=' lim 



X'x-\-p,'y Ip.' — fiÄ' yj' 

3y 



x-\-i).y (i3,'— l(i' yj 
Für die Parabel (^ ^^ 0) werden diese Werte unendlich, und überdies 
ist Kx^ -}- ßy^-\- 2yicy das Quadrat von Xx-{-fty oder von X'x-\-{i'y. 
Nähert sieh also J der Null, so stellen die Gleichungen (2) in der 
Grenze ein Paar von zusammenfallenden Geraden dar, die ins Unend- 
liche gerückt sind. 

§ 27. Mittelpunkt und Durchmesser. 
Durch Auflösung der Gleichungen (2) findet man, dass die Asym- 
ptoten, seien sie reell oder imaginäi', sich immer in dem reellen Punkte 
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achneiden. Es ist nützlich, zu hemerten dass diese Coordinaten den 



(4) <,x + yy = Q, rx^ßy=i 

genügen, welche man also an Stelle der Gleichungen (2) setzen darf, 
sofern dieselben zur Aufauehang des genannten Punktes dienen sollen. 
Schreibt man nun (I) in der Form 

so zeigen die Formeln (4), dass die rechte Seite y wird, dass mithin die 
Gleichung von den Werten (3) nicht befriedigt wird. Es genügt aber, 
diese Werte zu verdoppeln, um die Gleichung zu erfüllen. Also ist 
der durch die Coordinaten (3) bestimmte Punkt ein Mittelpunkt 
der Curve, d. h. er halbiert alle hindurchgehenden Sehnen. Femer 
liefert die Gleichung (1) bei beliebiger Wahl von y für x zwei Werte, 
deren arithmetisches Mittel — ~ ist. Also ist für den Mittelpunkt 
einer beliebigen zur Tangente in M parallelen Sehne ax -\- yy = ^, 
d. h. er genügt der ersten Gleichung (4), welche die Gerade OM dar- 
stellt. Nennt man also den Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler 
Sehnen einen Durchmesser, so sieht man, dass die Durchmesser 
eines Kegelschnitts die durch den Mittelpunkt hindurch- 
gehenden Geraden sind. 



§ 28. Scheitel und Äsen. 
Axen nennt man diejenigen Durchmesser, welche Normalen des 
Kegelschnitts sind, und Scheitel ihre Schnittpunkte mit demselben. 
Soll M ein Scheitel sein, so ist dazu nach den Formeln (3) erforder- 
hch, dass y versehwindet. Alsdann hat die Strecke OM die Länge 
a = -- = -s- ■ Inzwischen wird die Gleichung des Kegelschnitts, wenn 
man für den Augenblick den Anfangspunkt nach verlegt. 



(5) «^^ + ^/+2y^y = -^ 




und reduciert sich, wenn M ein Scheitel ist und man h^ = 


= -^ setzt, auf 


(6) fflV+6y = a^6^ 





Mit Hilfe dieser Gleichung kann man sich raach einen Überblick 
über die Gestalt der Curve in den verschiedenen Fällen verschaffen. 
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Man überzeugt sich daljei, dass es zwei Äsen giebt (die die Winkel 

der Asymptoten halbieren) und vier Scheitel, die bei der Ellipse 

{b^ > 0) sämtlich reell und von denen bei der Hyperbel (b^ < 0) 

zwei reell und zwei imaginär sind. Wir 

werden beständig mit a die positive Wurzel 

von a^ und mit i oder mit -r- die positive 

Wurzel von b^ oder — b^ bezeichnen und im 

ersten Falle « > & voraussetzen , indem wir, 

wenn es nötig ist, a mit b vertauschen. Nach 

diesen Vereinbarmigen unterscheiden wir in 

beiden Fällen die eine, stets reelle Axe, auf ^jg, ^a. 

welcher der Kegelschnitt die Strecke 2a he- 

stimmt, von der andern durch die Bezeichnimg Focalaxe. Dies 

vorausgeschickt woUen wir die Focalaxe um 8 und um 6' sich drehen 

lassen und ihre neuen Lagen als x- bezw. i/-Äxe wählen. Die Grlei- 

chung (6) transformiert sich in 

ß^(a;sinÖ -)- ysmB'y + h^(xQoa9 -\- yaosd')^ = a^b". 

Sie wird von dem Gliede xy frei sein, wenn man 6' derai-t an 
bindet, dass sich «^ sin ö sin ö ' + 6^ cos 6 cos 6' auf Null reduciert, wenn 
man also zwischen Ö und 6' die Relation aufstellt 



V 


J*. 


/' 


/^ 


^ 


V 



0') 



?ötgö'=-^.- 



1 Wert, 



Die Gleichung erhält also wieder die Form (6), und da für j 
den man einer der Coordinaten erteilt, die andre gleiche und e 
gesetzte Werte annimmt, so sieht man, dass die Durchmesser des 
Kegelschnitts sich paai'weiso einander zuordnen lassen derart, dass bei 
jedem Paare jeder Durchmesser die zu dem andern parallelen 
Sehnen halbiert. Zwei derartige Durchmesser nennt man conju- 
giert. Man bemerke, dass jede Asymptote mit sieh selbst conjugiert 
ist, und dass das einzige Paar orthogonaler conjugierter Durchmesser 
von den beiden Äsen gebildet wird. Hierbei schliessen wir jedoch 
die Gleichheit zwischen b und a aus, welche nur stattfindet, wenn der 
Kegelschnitt sich auf einen Kreis reduciert. Es ist ferner nützlich zu 
bemerken, dass nur beim Kreise und bei der gleichseitigen 
Hyperbel jedes orthogonale Durchmesserpaar zu einem an- 
dern orthogonalen Paare conjugiert ist, da zum gleichzeitigen 



tgö tgö'= - 



cot $ cot Ö' = 
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offenbar erforderlich ist a* = &*, d. h, öi^ = + 6^ Wir werden bald 
sehen, dass man bei Aimahme des untern Vorzeichens gerade die gleich- 
seitige Hyperbel erhält. 

§29. 
Die Berechnung der Halbaxen a und b lässt sich leicht ausführen 
auf Grund der Bemerkung, dass sich beim Übergänge von (5) zu (6) 
eine durch die erste der Discriminanten 



definierte quadratische Form orthogonal in eine andre transformiert 
hat, die durch die zweite Discriminante definiert wird. Eine solche 
Transformation lässt die orthogonalen Invarianten ungeändert, und es 
ist demnach 



woraus sich ergiebt 



Diese Formeln zeigen, dass die gleichseitige Hyperbel durch die 
Relation h^=ia charakterisiert wird, und dass für die Parabel a 
und h unendlich sind. Wenn man überdies die Relation 



(9) 



(«^ + ö")ä (« + p. 



beachtet, die man durch Elimination von z/ aus (8) erhält, so sieht 
man folgendes: Lässt man y^ unter Festhaltung von cc und ß zunehmend 
nach aß convergieren, so verwandelt sich die durch die Halbaxen a und 
& definierte Ellipse allmählich in eine Parabel, und zwar geschieht dies 
in der Weise, dass die Halbaxen unbegrenzt wachsen, während die 
linke Seite von (9) beständig gleich einer bestimmten Länge p bleibt, 
die man den Parameter der Parabel nennt. Es folgt daraus, dass b 
nicht von derselben Ordnung wie a unendlich werden kann, sonst 
wärde das erste Glied von (9) wie a ins Unendliche wachsen. Man 
muss also annehmen, daes 1> gegen a vernachlässigt werden darf, und 
dann geht (9) über in lim - ■ ^ l>- 
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§ 30. Die natürllohe Gleiohuug. 

Wir wollen den Anfangspunkt als beweglicli längs der Cui-ve be- 
trachten und die Gleicliung (1) differenzieren, indem wir ausdrücken, 
dass X und y die Unbeweglichkeitsbedingnngen erfüllen, und gleich- 
zeitig beachten, dass k, ßj y Functionen von s sind. Die dabei sieh 
ergehende Gleichung 

muss mit (1) zusammenfallen (§ 16). FolgKcb ist a^ ~, ferner 

d») s=("+i)^. s=(^-})r. S-/-V 

Die erste Ton diesen Formeln giebt sofort 

Man braucht nur die Werte von a und y in die erste Gleichung (4) 
um die von Mac-Laurin angegebene Construction des 
Cj der Evolute eines Kegelschnitts zu erhalten. 
In der That wird die genannte Gleichung 3p3! = Q^y, und ea lässt 
sich daraus folgern, dass, wenn der Durchmesser OM die Normale 
der Evolute in Q trifft, die Strecke QC^ von dem Krümraungscentrum 
des Kegelschnitts im Verhältnis von 1 zu 3 geteilt wird. Zu der 
Formel (10) zurückkehrend, bemerken wir, dass 



ist, i. h. 










il»«?«' 


i + «-aiogs ■■ 


d 
' ds 


lagj- 


•T,^"«"'"'- 


Daraus folgt, wenn A und B zwei 


wilMrliehe 


Gonstanten bedeuten. 


(11) 


« + ß-Af ', 


z/ = 


-Bs '• 




Andrerseits ist 










f = ^. 


«' + „(« + ß)-^ 


-- 


..■(l_ 


•^p' + By^) 


oder aucli 
(12) 


ie)"=-i+^^^ 






Also ist die n« 


.tarlichG Gleichiir 


,gd, 
dt 


sKegc 


Ischnitts 
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§31. 
Um die Constanten Ä und JS als Functionen der Halbaxen zu 
bestimmen, erinnern wir an folgendes (§ 28): Wenn M ein Scheitel 
ist, 80 enthält die Normale den Mittelpunkt, mithin hat man auf 
Grund von (3) f ^ 0, und der Wert von a oder von b wird aus- 
gedrückt durch 



Wenn man demnach in der Gleichung, die man durch Nullsetzen der 
rechten Seite von (12) erhält, p^=-Di- setzt, so besitzt die so 
transformierte Gleichung 

1 — ÄSz + B^0'' = 
gerade die AVurzeln a^ und h^, mithin hat man 

«■ + »'-^, <>.''•• -ii, 

und daraus ergiebt sich 

(13) A = («.^ + b^) {aVf^, B = (abf^. 

Man bemerke überdies, dass auf der Focalaxe und auf der andern Axo 
(aber sonst nirgends) die Krümmung die Werte B^a^^ -p und B^b^= —, 
hat. Zu den Formeln (13) hätte man viel schneller auf einem andern 
Wege gelangen können, da offenbar zwischen den Formeln (11) imd 
(8) kein Unterschied besteht; aber das von uns zur Ableitung von 
(11) eingeschlagene Verfahren hat den Vorteil, immer anwendbar zu 
sein, ohne Vorkenntnisse über die Eigenschaften der Cnr^e vorauszu- 
setzen. Unter Verwertung der Formeln (13) wird nunmehr die natür- 
liche Gleichung des ] 



vVf-föf) 



(14) 



Welche besondere Form hat diese Gleichung bei der Parabel und bei 
der gleichseitigen Hyperbel? Im Falle der gleichseitigen Hyperbel hat 

man h = ia, und die Formeln (13) liefern J. = 0, B = — a ^. Da- 
gegen hat man bei der Parabel .E = , und der Wert von A wird 
erhalten, wenn man sich daran erinnert, dasa die linke Seite von (9) 



Parameter p darstellt, so 
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natürlichen Gleichungen der Parabel und der gleichaeitigen 
Hyperbel bezüglich 

(15) '-I r ,A — ._i /-—-i'v^- 




§ 32. Brennpuakte und Krümmung. 

Wir wollen untemuehen , bei welchen Curven die Snmme 
Entfernungen jedes Punkbos von zwei 
festen Punkten constant ist. Sind F(r, Ö) 
und F'{r', 0') die beiden Punkte, so muss 
r -j- r' ^ 2a sein. Daraus folgert man durch 
Differentiation unter Beachtung der ersten TJu- 
beweglichkeitabe dingung ö + Ö' = ?t. Also hal- 
biert die Normale den Winkel zwischen 
den Radienveetoren. Ferner leitet man aus 
den Bedingungen 

(16) ^ == _ 1 _|_ ^JB± £?! = — L- 

durch Addition ab 

(17) 

Wenn man in dem Punkte N der Nonnale, der auf FF' liegt, eine 
Senkrechte auf der Normale errichtet, so bestimmt diese auf den 
Radienveetoren Abschnitte MS und MH' , deren Länge * durch die 
Formel 



= (^i_4--lUinÖ. 



t. Nun erhält man aber aus (17) -t = p sin 6, folglich 
gelangt man zur Construction des Krümmungseentrums, in- 
dem man noch in JI die Senkrechte auf dem Radiusveetor er- 
richtet und sie in C mit der Normale zum Schnitt bringt. 
Inzwischen reduciert sich die Gleichung (17) auf die Form »-)-'== ap sin ö 
und giebt dann zu einer interessanten Bemerkung Anlass. Der Krüm- 
mungsradius der Fusspunkfccurve von (M) inbezug auf F ist (§ 18, 1) 

Also ist die Fusspunktcurve von (üf) inbezug auf F (oder i*") 
ein Kreis vom Radius a. Mit andern Worten: Man kann die 
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Curve (M) immer als die Enveloppe der Senkrechteii betrachten, 
die auf den Geraden eines Büschels in deren Schnittpunkten 
mit einem Kreise errichtet sind. Zu den Formeln (16) zurück- 
kehrend, wollen wir bemerken, dass man aus denselben durch Sub- 
traction auch ableiten kann 

2^"_(i--i,)>,m9_':-=^r., 

und da r-^r'^2a ist, so erhält man zugleich 
woraus sich durch MoltipHcation und Integration ergiebt 

(18) -l-Bke-1 -(,■(! 






Andrerseits ist, wenn man mit 2c die Entfernung FF' bezeichnet, 

4c^ = r^ + r'^ -j- 2rr'cos 2Ö = (r + r'f — irr' sin" Ö 

folglich behält «p sin' ö beständig den Wert a^ — e^ = (i^, und es ist 

Wenn man jetzt in (18) für seinen Ausdruck als Function von ^ 
einsetzt, so gelangt man wieder zu der Gleichung (14) für den Fall 
6^>0. Also gehören die bisher erhaltenen Eigenschaften den Ellipsen 
an. Um zu den Hyperbeln zu gelangen, hat man sich nur die vor- 
stehenden Rechnungen unter Zugrundelegung der Relation r — r' = 2a 
wiederholt zu denken, d. b. unter der Voraussetzung, dass die Diffe- 
renz derEntfernungen von zwei festenPunkten constant bleibt. 
Man erhält dann sofort ö -j- Ö'= ^n. Bei der Hyperbel ist es also die 
Tangente, die den Winkel zwischen den Radienvectoren hal- 
biert. Die übrigen Eigenschaften bleiben ungeändert. Die Punkte F 
und i^'nenut man die Brennpunkte des Kegelschnitts, 2c ist die Focal- 
distanz, und das Verhältnis Ti von c zu a nennt man die Excentri- 
cität des Kegelschnitts. Offenbar ist ä:<1 bei der Ellipse, /£> 1 bei der 
Hyperbel und im besonderen 7; = 0, 1, "|/2 bei dem Kreise, der Parabel 
und der gleichseitigen Hyperbel. Wie liegen die Brennpunkte zu den 
Axen? Die Normale enthält die Brennpunkte, wenn ^ = y ist. Als- 
dann zeigt die Formel (19), dass p = — ist, mi& wir haben 
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(§ 31), dass dies nur auf der Focalase eintritt. Ferner befindet sich 
dann der Mittelpunkt von FF' in der Entfernung ^ (*" "I" '"') '^ ^ '°^ 
M und fällt also mit dem Mittelpunkte der Curve zusammen. Demnach 
liegen die Brennpunkte auf der Focalaxe und sind gleich 
weit vom Mittelpunkte entfernt. 



§ 33. Anwendung auf die Parabel. 

a) Die Betraehkmgen des vorigeü Paragraphen sind nicht auf die 
Parabel anwendbar. Aber die gewonnenen Schlassfolgerung'en gelten für 
einen durch beKebig grosse Halbasen definierten Kegelschnitt und sind dem- 
nach schliesslich in einer speoiöllen I'onn auch für die Parabel gültig. Man 
halte die Foealaxe einer Ellipse und auf der Ase einen Scheitel fest und 



: dann i 



md & unbegrenzt zunehmen derart, 



i das Verhältnis - 



nach p conTergiert. Die aadem Seheitel, der Mittelpunkt und ein Brenn- 
punkt F' werden ins Unendliche fortrücken, dagegen wird sich der Brenn- 
punkt F einer Grenzlage nähern, ia welcher seine Entfernung TOm Scheitel 



Hm (« — c) = 









ist. Die füi die Ellipse gefundene Fusspunktcurve hat den Radius a und 
verwandelt sich daher für unendlich grosses a schliesslich in eine Gerade, 
welche der Symmetrie wegen auf der Axe senkrecht stehen muss. Da der 
Fusspunkt des von F auf die Scheiteltangente ge- 
fällten Lotes der Scheitel selbst ist, so können wir also 
behaupten, dass die Eusspunktcurve einer Pa- 
rabel inbezug auf deuBrennpunkt die Scheit el- 
tangente ist. Das von F auf die Tangente in M. 
gefällte Lot möge iE P die Tangente und in G die 
durch M zur Äse gezogene Parallele treffen. Be- 
achtet man, dass diese Parallele die Grenzlage des 
Eadiusvectors MF' ist, so erkennt man sofort, dass 
j ' die Tangente in M den Winkel FMG hal- 
biert Also ist das Dreieck FMG-, dessen Winkel- 
L M senkrecht auf der Basis steht, gleichschenklig. Daraus 
folgt zunächst, dass P die Basis FG halbiert. Mithin siad, wenn § der 
Fusspunkt des von M auf die Tangente im Scheitel A gefällten Lotes ist, 
die Dreiecke PQG und PÄF eongruent Also ist AP ^= PQ, d. h. zur 
Construction der Tangente in M genügt es, M mit dem Mittel- 
punkte voTiAQ zu verbinden. Ferner ist QG-^AF^ y, mithin liegt 
der Punkt G auf dem Lote, welches in dem zu F inbezug auf A symmetri- 
seben Punkte auf der Ase errichtet ist. Die so constmierte Gerade nennt 
man die Direotris der Parabel. Zu einer einfacheren Construction der 
Tangente (oder der Normale) gelangt man durch die Bemerkung, dass der 
Normalenabschnitt MN gleich und parallel GF ist, dass mithin seine Pro- 
tection auf die Axe gleich derjenigen von GF, d, h. gleich p ist. Es wird 
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also genügen, auf der Ase von der Protection des Punktes M aus eine 
Strecke von der Länge p abautragen, und zwar in der Eiehtung, welcke 
vom Scteitel nach dem Brennpunkte füiü't. Der Endpuntt dieser Strecke 
"wird, verbunden mit M, die Normale in M liefern. Endlich ist, ebeii 
weil FMG gleidischenklig iät, MF^MG. Also ist jeder Punkt der 
Parabel gleich weit entfernt von der Djrectris und vom Brenn- 
punkte. 

b) Gehen wir jetzt zur Construction des Kriiinraungseeutrums über. 
Aus den in § 32 angegebenen Gründen hat man im Schnittpunkte N der 
Nonnale mit der Ase ein Lot auf der Normale zu errichten, das den 
Kadiusveetor MF m H trifft, dann in H ein Lot auf dem Radiusvector, 
das die Normale in C trifft Bemerkt man nun, dass die Dreiecke MFN, 
NFH gleichschenklig sind, so sieht man sofort, dass MM von F halbiert 
wird. Es ist also unnötig, H zu construieren, da es offenbar genügen wird, 
in F auf dem BadiusTOctor ein Lot au errichten und seinen Schnittpunkt R 
mit der Normale zu bestimmen. Das gesuchte Krfimmungsceatrum wird 
der zu M inbezug auf It symmetrische Pmikt sein. Mit andern Worten: 
Die Projection des Krümmungsradius auf den Radiusvector ist 
doppelt so gross als der Radiusvector selbst. Ist S der Schnitt- 
punkt der Normale und der Directris, so sind die rechtwinkligen Dreiecke 
MFM, MG-S congnjent, da sie in M gleiche Winkel haben und andrer- 
seits, wie wir gesehen haben, MF^MG ist. Es folgt daraus MM=MS, 
und man erhält auf diese Weise eine zweite Construction des Krümmungs- 
centrums, auf Grund deren man sagen kann, dass die Parabel der Cyeloide 
und der Kettenlinie (§ 18, d, e) analog ist; der Krümmungsradius ist 
doppelt so gross als die Strecke, welche die Directrix auf der 
Normale vom Incidenspunkte aus abschneidet. 



§ 34. Gassini'sche Ovßle. 
Cassini'sche Ovale oder Caasinoiden nennt man die Örter der 
Pantte, für welche das Product der Entfernungen von zwei 
festen Punkten constant iat. Es seien F und F' die beiden festen 
Punkte, die wir der Kürze wegen als Brennpunkte bezeichnen werden; 
2?» sei ihr Abstand, der Mittelpunkt von FF' und j^ die Neigvmg 
von OM gegen FF'. Offenbar ist ein Mittelpunkt der Curve. 
Wenn nämlich ein Punkt der Definition genügt, so thut das Gleiche 
der inhezug auf zu ihm symmetrische Punkt. Aus einem analogen 
Grunde können wir hinzufügen, dass die Curve inbezug auf die Focal- 
axe und die in auf der genannten Axe errichtete Senkrechte sym- 
metrisch ist. Sind nun r und $ die Polare oordiiiaten des Mittelpunktes, 
so sind die Entfermmgen des Anfangspunktes M von den Brennpunkten 
gegeben durch Yr' -\- ^br cos tp ~\- b^, und die Definition der Curve 
drückt sich in der Gleichung aus 
(20) »■* — 2h^r' cos 2i^ + 6* = «*. 
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Aus dieser erhält man durch Differentiation 

(21) r* cos ö = &*> cos (2^ ~ ö), 
wenn man beachtet, dass 

dib d , , yf, 1 , d6 sin 9 

ist. Die EiiminatioD von r aas (20) und (21) liefert nun 

(22) «^cose = &Ssin2^, 
und (21) geht dann Über in 

r^ = oj^ sin 6 -f- h^ cos 2 i/i . 
Aus dieser Formel in Verbindung mit (20) gewinnt man die folgenden; 

(23) cos 2ip = ''—^^^ , sin Ö = ''"^a^V " ' 
Demnach ist abgesehen vom Vorzeichen 

.„ ., _ r dr __ r aaV'dr 

y ) ^ -J cos e -J y[(„. + 6.J. _J^Yi^.r--(ä>rriYi ' 

Dagegen erhält man, wenn man (22) differenziert und alles als Function 
von r ausdrückt, 

Die Elimination von r aus (24) und (25) würde alsdann die natür- 
liche Gleichung der Cassinoiden liefern. 

§35. 
Die Elimination hat keine Schwierigkeit, wenn a = h ist. Als- 
dann erhält die Cassinoide den Namen Lemniacate. Die Formeln 

(24) und (25) gehen Über in 



l^o; ; 


= J^'^^=r 


i> ? — 


und die Elimination ^ 


'ün r giebt 






.,-3 /-_ 


,Ij 



nachdem man c = -ö-'^T^^ gesetzt hat. Dies ist die natürliche Glei- 
chung der Lemniseate. Sie zeigt, dass p von seinem kleinsten 
Werte c an beständig und unbegrenzt wächst, während nach (26) r 
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von dem Maximum «l/2 bis zu Null abnimmt. Andrerseits werden 

die Formeln (23) 

(27) cos 2i/; = sin e = ^ , 

mithin ist ^ ^ + x ^^^ r ^ und d = — für r = ö;]/2. Zieht man 
also die Symmetrie der Curve inbezug auf die Focalaxe in Betracht, 
so erkennt man, dass die Lemniscate durch den Mittelpunkt mit zwei 
Zweigen hindurchgeht, welche daselbst beide einen Wendepunkt haben 
und sich unter rechtem Winkel schneiden. Ferner trifft aie in zwei 
H,ndei-n Punkten, die in der Entfernung a]/2 vom Mittelpunkte liegen, 
die Focalaxe senkrecht. Überdies zeigen die Formeln (27), dass 
immer ^if) ^ -^ x -—■ Q ist, woraus folgt, dass die Neigung der 
Normale gegen die Focalaxe dreimal so gross ist als die des 
Radiuavectora. Diese Eigenschaft gestattet in einem Punkte die 
Normale zu construieren, wenn die Brennpunkte gegeben sind. Will 
man ferner das Kriimmungscentmm haben, so genügt die Bemerkung, 
dass infolge von (27) die zweite Formel (26) r = Bp sin ö giebt, dasa 
also die Projection des Krümmungsradius auf den ßadias- 
vector MO der dritte Teil von MO ist. Auf Grund dieser Eigen- 
schaft kann man sagen, dass die Lemniscate der Parabel (vgl. § 33, b) 
und der logarithmi sehen Spirale (§ 11, c) analog ist. 



Jede Oassinoide liegt mit allen ihren Punkten im Endlichen. In 
der That darf, wenn der Ausdruck (24) reell sein soll, r^ nicht grösser 
als a^ -[" ^^ ^^^ niemals kleiner sein als der absolute Betrag von 
a^ — &2_ jfgj^ ersieht inzwischen 
aus der ersten Formel (23), dass 
sin il! für r^ = «^ + h^ sowie für 
r^ = 6^ — (1^ verschwindet. Mithin 
trifft die Curve die Axe in vier 
Punkten, wenn a<_b, und nur in 
zweien, wenn » > & ist. Die Art 
und Weise, wie r variiert, zeigt 
femer, dass die Curve im ersten 
Falle aus zwei gleichen Ovalen, im 
zweiten aus einem einzigen ge- 
schlossenen Zuge besteht. Sie trifft die Foealaxe immer unter rechtem 
Winkel, da cos 9 nach (22) gleichzeitig mit sin f verschwindet. Über- 
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dies erhält man aus (21) r '= + ^ für Ö^i/'^-^, mithin gehören 
die am weitesten von der Axe entfernten Punkte dem über der Pocal- 
diatanz als Durchmesser beschriebenen Kreise an. Es ist aber zu be- 
merken, dass dieser Kreis die Curve nicht trifft, wenn der Wert Yon r 
nicht zwischen den vorhin gefundenen Grenzen enthalten ist: dies 
findet statt für (ii>i")/2. Setzt man femer ^^ = «^ ■ — 6^, so wird 
nach (23) i> gleich -y, und man erhält so die Schnittpunkte mit der 
im Mittelpunkte auf der Poealaxe errichteten Senk echten D e um 
diese Punkte als Mittelpirnkte mit dem ßadius he hnebe e K e « 
schneiden sich in den Brennpunkten. Dieser U nstand gestattet d e 
Brennpankte in analoger Weise zu construieren w e es 1 e den Ke^el 
schnitten üblich ist. Aus der zweiten Formel (23) e ht man noch 
dass die Tangente den Mittelpunkt enthält, wenn -* == J — st was 
nur bei den Cassinoiden mit zwei Ovalen ( <0 ^ tieten kann 
Die Discussion der Formel (25) zeigt, dass die K mmu a ]eae 
Stellen ihren kleinsten Wert erreicht. Endlich hat mi a t len a s 
einem Zuge bestehenden Cassinoiden (a>i) e W dep nkte f 
j^ = --('** — ^*)j vorausgesetzt dass dieser Wert Yon r zwischen die 
gefundenen Grenzen fällt, au welchem Zwecke a < &"|/2 sein muss. 
Wenn a'^by'^ ist, so ist die Cassinoide überall conves wie eine 
Ellipse, und ihre Krümmung variiert zwischen den Grenzen 

Alle diese Curven lassen sich leicht mit Hilfe einer Transfonnation 
vom Index -^ (§ 1^, k) ans einem Paare von Kreisen ableiten, die um 
die Brennpunkte als Centra mit dem Radius -=- beschrieben sind. Die 
beiden Kreise treffen sich entweder garuicht, oder sie treffen sieh, 
indem sie die beidei^eitigen Mittelpunkte aussen lassen, oder sie treffen 
sich so, dass in jeden der Mittelpunkt des andern hineinfällt. Je 
nachdem der eine oder der andre Fall stattfindet, erhält man alle 
Formen von Cassinoiden. Sie entsprechen bezüglich den Annahmen 

Im besondem entsteht die Lemniscate aus einem Paare gleicher sich 
berührender Kreise und die andre specielle Cassinoide \a = öl/s) aus 
einem Paare von Kreisen, deren jeder durch den Mittelpunkt des andern 
hindurchgeht. 
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§ 37. Ribaueour'aehe Curven und Sinusspiralen. 
Wir stellen uns hier die Aufgabe, diejenigen Curven zu studieren, 
bei denen der Krümmungsradiua proportional dem vom Inci- 
denzpunkte aus gerechneten Normalenabschnitt ist, welchen 
die inbezng auf einen festen Kreis genommene Polare dieses 
Punktes abgrenzt. Wir werden den Kreis als Directrix (Leitkreis) 
imd Beinen Mittelpunkt als Fol bezeichnen. Zwei besondere Fälle 
bieten sich hier unmittelbar dar. Die Direetris kann sich auf den 
Pol reducieren, und dann erhalten wir Curven, die durch folgende 
Eigenschaft charakterisiert sind: Die Protection des Krümmunga- 
centrnms auf den Radiusvector teilt diesen in constanfcem 
Verhältnis. Diese Curven nennt man Sinusspiralen. Zu ihnen 
gehören z. B. die drei am Ende von § 35 angeführten Curven. Es 
kann andrerseits der Fall eintreten, dass die Directrix geradlinig ist, 
und dann erhalten wir die Ribaueour'schen Curven, für die wir Bei- 
spiele in den drei am ScLluas von § 33 erwähnten Curven besitzen. Bei 
ihnen ist der Krümmungsradius proportional dem zwischen 
dem Incidenzpunkte und einer festen Geraden enthaltenen 
Normalenabachnitt. Besonders bemerkenswert ist die Parabel, welche 
auf Grund der beiden in § 33 gefundenen Construetionen sowohl der 
einen wie der andern Gattung angehört. Dies vorausgeschickt sei Ä 
der Ra,dins und das Centrum des Leitkreises, x und y seien die 
carteeischen Coordinaten des Punktes 0, r und 6 seine Polarcoordinaten, 
und es werde mit (w-f- l)p der Normalenab schnitt bezeichnet, der zwi- 
schen dem Incidenzpunkte M und der Polare von M inbezug auf den 
Leitkreis enthalten ist. Ziehen wir durch M eine Tangente an den 
Leitkreis. Der zwischen M und dem Berührungspunkte liegende Ab- 
schnitt derselben ist die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Hypotenuse r und dessen andre Kathete gleich M ist, und hat als 
Projection auf die Hypotenuse (iz -f- l)^) sin ö. Mithin ist 

(28) r> -»_(« + !)(,!,. 

Differenziert man unter Berücksichtigung der Unbeweglichkeitsbedin- 
gnngen, so ergiebt sich 

(29) („- l)(,^ _(„ + !)(,,;, _o. 

Also teilt der ßadiusveetor den Krümmungsradius der Evo- 



lute 
rakte: 



L Constanten Verhältnis ^~~ ' -Dies ist eine eha- 

Eigenschaft der Curven, mit deren Studium wir uns be- 
a offenbar die Integration von (29) notwendig zu der 
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Formel (28) mit M als willkürlicher Ooiistante zurückfuhrt. Eine 
andre Eigenschaft kommt zum Voi^chein, wenn man den Kreis be- 
trachtet, dessen Durchmesser der zwischen M und der Polare von M 
inbezug auf den Leitkreia enthaltene Normalen abschnitt ist. Wir wissen 
aus den Elementen der Greometrie, dass dieser Kreis orthogonal zu 
dem Leitkreise ist. Sucht man nun seine Enveloppe, so hat man 
die Gleichung x^ -{- y^ =^ (n -f- 1)?^ zu differenzieren und gelangi; als- 
dann wieder zu der Gleichung (29). Die durch diese Gleichung dar- 
gestellte Gerade trifft den Kreis in M und in einem andern Punkte M', 
so dass die Enveloppe aus (M) und aus einer andern Cnrve (M') 
besteht. Inzwischen wird die Gleichung (29) von den Coordiaaten des 
Pols befriedigt. Wenn M die Curve durchläuft, so dreht sich also 
die Gerade MM' um den Pol. Überdies sind die Tangenten der 
Enveloppe in M und in M' , da sie in diesen Punkten auch den ein- 
gehüllten Kreis berühren müssen (§ 17), antiparallel inbezug auf MM'. 
Also ist die Curve (Ji"') zu (M) invers (§ 18, j). 



§ 38. Die natürliolie Gleichung. 
Auf Grund der Unbeweglichkeitsbe dingungen hat man 

(30) rdr = — xds ^= ^dy , 
ferner nach Division durch (28) 

mithin 

(31) r>-S>_(» + l)»'(f)"+', 

vorausgesetzt^ dass n endlich und von und — 1 verschieden ist. Setzt 
man das letzte Ergebnis in (28) ein, so erhält man 

(32) s-^dr"""'- 

Den aus dieser Formel berechneten Wert von y braucht man nur in 
(31) einzusetzen, um auch x zu erhalten. Man findet 



K (»- 



(33) »-«{-!- K(» + l)y + 
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Endlich ist arf anmd Ton (30) s — — I ^'>'!), i ^■ 

m * - M-1 f, J^ ^ ■ 

yy(«+i)(i)-+f(i)'"-i 

Dies ist die allgemeine natürliche Gleichimg unserer Curven. Man 
leichter unter Benutzung der Formel (29), die sofort 



^/i"«' ' 



I 39. 



Bevor wir weiter gehen, wollen wir auf einige Consequenzen der 
Formeln (31) und (32) aufmerksam machen. Wird Yorlänfig der Fall 
eines unendlich fernen Pola bei Seite gelaasen, so sieht man leicht 
folgendes: Wenn n^ $ 1 ist, so kann die Curve die Directrix nicht 
unter schiefem Winkel treffen noch ausserhalb derselben 
einen Wendepunkt oder einen ßückkehrpunkt besitzen, da in 
den Schnittpunkten der Curve mit der Directrix (r =^ li) und nur in 
diesen Punkten die Krümmung null oder unendlich wird. Überdies 
treffen die Curven, deren Index kleiner als — 1 ist, die Directrix 
garnichfc und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; 
bei denjenigen, deren Index grösser als — 1 ist, aber kleiner als 1, 
ist die Krümmung im Endlichen niemals null; und die Krüm- 
mung derjenigen, deren Index grösser als 1 ist, ist immer endlich. 
Im besonderen gilt folgendes: Die Krümmung einer Sinusspirale 
kann in endlicher Entfernung vom Pol und ausserhalb dieses 
Punktes weder versehwinden noch unendlich werden. Daraus 
folgt z. B., daas eine Sinusspirale nur eine einzige Spitze oder einen 
einzigen asymptotischen Punkt oder einen einzigen Wendepunkt be- 
sitzen kann, und dass mit diesem notwendig der Pol zusammenfällt. 
Die Spiralen mit einem Index, der kleiner als — 1 ist, sind frei von 
derartigen Punkten, da sie den Pol nicht enthalten. Schliesst man die 
Sinusspiralen (JS = 0) aus, so ergiebt sich das Verhalten unserer 
Gurren in der Nähe der Directris ohne Schwierigkeit aus ihrer natür- 
lichen Gleichung. In der That überwiegt, wenn p nuU oder unendlich 
wird, in der Gleichung (34) unter dem Wurzelzeichen schliesslich immer 
der mittlere Term. Daraus folgt, dasa sieh die Curve in der Umgebung 
jedes reellen Schnittpunktes mit der Directrix so verhält, als ob ihre 
Gleichung die Form hätte p^s''~"'= Const,, und man kann sie, je nach- 
dem n grösser oder dem absoluten Betrj^ nach kleiner ist als die Ein- 
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heit, einem derjenigen Currentypen (§ 24, i) zuschreiben, bei denen die 
Kriimmung proportional einer Potenz des BogÄis iat, und die bezüg- 
licb durch die Klothoide und durch die Kreisevolvente vertreten werden. 
Man kann noch hinzufügen (§ 11, e), dass, wenn n rational, aber nicht 
gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen ist, die Curve über- 
all, wo sie den Leitkreia trifft, einen Bückkehrpunlit hat, mithin ganz 
innerhalb oder ganz ausserhalb des Leitkreises liegt. Offenbar 
behält diese letzte Behauptung ihre Gültigkeit bei allen Curven mit 
einem Index )i < — 1, eben deshalb, weil solche Gurren die Directrix 
gamicht treffen. 

§ 40. Beispiele. 

a) Jeder Wert des Index n definiert eine Cnncenfamilie, die immer 
eine Kibaueonr'sclie Curve und eine Sinusspirale einscliliesät. Die einfactste 
von allen ist die durcli den Index 1 definierte: die Gleichung (32) sagt 
uns sofort, dass es sich um eine Familie von Kreisen handelt. Ist o, die 
Entfernung des Pols vom Ceutrum eines Kreises mit dem Radius &, so 
kann man auf der Peripherie dieses Kreises immer einen Punkt derart 
wählen, dass die Coordinaten des Pols x =^ a, y ^ h sind, und dann liefert 
die Formel (28) S? = a? — b^. Demnach ist der Leitkreis zu dem ge- 
gebenen Kreise orthogonal, und dies ist der einzige vorkommende Fall, wo 
die Curve und ihre Directrix sich treffen, ohne dass die Krümmung null 
oder unendlich wird. Ira besondem kann man einen beliebigen Kreis als 
Sinusspirale oder als Kihaucour'sch.e Curve betrachten, jenaclidem der Pol 
auf den Kreis selbst verlegt wird oder ins Unendliche fortrückt. 

b) Interessant ist die durch den Index — 2 definierte Curvenfamilie. 
Sie besteht aus allen Kegelschnitten. Um sich davon zu überzeugen, 
genügt die Bemerkung, dass für « = — 2 die erste in § 37 bewiesene 
Eigenschaft au der Mac-Laurin'schen Construetiou (§ 30) fübrt, imd auf 
diese Weise erkennt man ausserdem, dass hei den Kegelschnitten der Pol 
im Mittelpunkte liegt. Übrigens redueiert sich die Gleichung (34) gerade 
auf die Form (14), wenn man n = — 2, c^ = ah , R^ = a^ J^ h^ setzt, 
und die Formeln (33) werden 



^V(- 



m- 



Dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes, da in den Scheiteln, d. h. für 
p ^-T- oder g = — die Grösse x verschwindet, wahrend y gleich 6 oder gleich 
a wird. Betrachtet man ferner den für S gefundenen Wert, so sieht man, 
dass der Leitkreis eines Kegelschnitts der umbeschriehene Kreis 
des über den Axen eonstruierten Rechtecks ist. Da B bei der 
gleichseitigen Hyperbel verschwindet und hei der Parabel unendlich wird, 
so kann man hinzufügen, dass die Sinusspirale und die Eibaucour- 
sehe Curve vom Index — 2 mit der gleichseitigen Hyperhel bezw. 
identisch sind. Welcher Art auch der Kegelschnitt sein 
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mag, immer liefert die blosse Definition unserer Curven eine neue Con- 
struetion des Krümmui^scejitrums. Denn sie sagt uns, dass dasselbe 
symmetrisch ist zu dem Schnittpunkte der Normale und der Polare 
des Incidenzpunktes inhezug auf den Leitkreis. Endlich gestattet 
die am Ende von § 37 bewiesene Eigenscbaft zu behaupten, dass die- 
jenigen Kreise, welche inbeaug auf die Tangenten zu den über den 
Krümmungsradien eines Kegelschnitts beschriebeoea symmetrisch 
sind, den Leitkreis senkrecht schneiden und noch von einer 
zweiten Curve eingehüllt werden, die inhezug auf den Mittel- 
punkt zu dem betrachteten Kegelschnitt invers ist. 

e) Noch interessanter ist die CnrvenfamUie, welche dem Wert des 
Indes entspricht. Die Formel (31) passt nicht für alle Curven der Familie, 
da die Wahl der Constanten so getroffen wurde, dass dieselbe für « == auf- 
bort willkürlich za sein. Man braucht aber nur die rechte Seite von (31) 
mit einem constaaten Factor h zu multiplicieren. Dann erhält man aus 
den Formeln (3l) und (28) r^ ^ B^ = h^ß = qij, femer wird 



-|y(*-i)e> + rii', y- 



Übrigens sind zur Auffindung alier Curven vom Indes keine neuen Eech- 
nungen erforderlicli. Denn die Gleichimg (29) wird pa; -|- p^^ = und 
sagt uns, dass das Erümmungscentrum der Evolute dem Badius- 
vector angehört. Nun wissen wir aber (§ 24, g), dass diese Eigenschaft 
die cycloidalen Curven charakterisiert, wenn man so alle durch die all- 
1 natürliche Gleichung 

1 Curven nennen vrill. Wir haben gesehen, dass diese Gleicbung 
für «< — 1 die Hypocycloiden darstellt, für k= — 1 die Cycloiden, 
für — 1 < K < die Epioycloiden, für k = die Kreisevolventen, 
für ß>0 zwei Familien von psendocycloidalen Curven, uijd zwar mit 
oder ohne Spitze, je nach dem Vorseiclieu von |5^ — ay. Zwischen den 
beiden letzteren stehen sozusagen die logarithmischen Spiralen, für 
welche ß^ = ay ist. Bemerkt man, dass 

p^ = „s + ,3 = Y^^TJp'~'^) 

ist, so liefert die Formel (29) 

imd durch Verglaichung mit dem obenstehenden Wert von x ergiebt sich 
Ti ^ \ -\- a, h^E^ = (3^ ^ ay, d. h. der Eadius des Leitkreises ist durch 
die Formel 



gegeben, und es wird auf diese Weise klar (vgl. § 8, e), weshalb die eine 
der beiden Familien von pseudocycloidalen Curven keine Spitze hat: diese 
müssen in der That dem Leitkreise angehören (§ 39), der im Falle j3''<ßj' 



y Google 



§ 41. 59 

imaginär ist Der Wert von M wird unendlich fUr « = — 1 und ver- 
schwindet flir (5^=ay. Also sind die itibaucour'sehe Ourve und die 
Sinusspirale vom Index mit der Cycloiäe bezw. der logarüh- 
mischte Spheüe identisch Bemerkt man ferner, dass, wenn p 
schwindet, p- = — J?, ^ = Ü wiid, so erkennt man, dass der Pol nichts 
andies als dei Tielfpunkt der Cuspidaltangenten ist. Der Leitkrei; 
demnaoh geiade dei, dem wii uisprüiiglich (§ 8, d) diesen Namen beigelegt 
hahen Endlirh nehmen dae m ^ 37 angeführten Eigenschaften für «^0 
eme sehr emfa^he Poim an das Krümmungseentrum einer cyclo' 
dalen Curve m einem Punkte M gehört det Polaro von M h 
bezug auf den Leitkreis an. Überdies scimeiden die über de 
Krümmungsradien einer cycloidalen Curve beschriebenen Kreis 
den Leitkreis senkrecht und werden noch von einer zweite 
Curve eingehüllt, die zu der gegebenen invers ist. 



8 41. 
Lässt mau c nach Null oder nach Unendlich convergieren, je nach 

dem Werte von n, so kann man erreichen, dass c"-^ mit B unbegrenzt 
zunimmt. Aber das Verhältnis dieser Grössen wird den endlichen und 

bestimmten Wert «""^ haben wenn man 



setzt. Alsdami wird die Gleichung (34) 



(35) 



^''^M 



Dies ist die natürliche Gleichung der ßibaucour'sehen Curven. 
Wir wissen bereits, dass man für w = 1 einen Kreis, für w = eine 
Cyeloide, für « = — 2 eine Parabel finden muss. lu der That 
giebt für « = die Formel (35) s^ + P^ ^ «S "^^ ^^r n = — 2 
findet man die erste Gleichung (15) wieder. l"ür *» = 3 und für 
j2 = — 5 erhält man die folgenden Curven: 



s = 2 






die deshalb bemerkenswert sind, weil man nur s in --s und 2s be- 
züglich zu verwandeln braucht, um die Gleichungen der Lemniscate 
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und der gleichseitigen Hyperbel zu erhalten. Für « = ^ erhält 

man eine CurTe, die der durch die Gleichung 

_ gi^e . 






dargestellten Schar paralleler Curveu (§ 19) angehört, und da man für 
Z> = — d findet 45* -^ p^ = Const-, so kann man sagen, dass die 

Uihaueour'sche Curve vom Indes ~ Parallelcurve einer 

Ästroide (§ 8, d) ist. Lässt man endlieh n ins Unendliche wachsen, 
so erhält man eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Diese ist aber 
keine ßibaucour'sche Curve. Das ■wird sofort klar, wenn wir uns er- 
innern, dass wir zu der Gleiohimg (34) unter der Voraussetzung eines 
endlichen n gelangten. 

§42. 
Es ist nötig, zu bemerken, dass man bei den Eibaueour'schen 
Curven für die Polare von M inbezug auf den Leitkreis ohne weiteres 
die Directris setzen darf. Allerdings ist zu beachten, dass die erstere 
und nicht die Directrix diejenige Gerade ist, welche auf der Normale 
einen Abschnitt proportional q bestimmen soll. Es ist aber klar, dass 
das Gleiche von der Directrix gesagt werden kann, da diese offenbar 
den Abstand zwischen M und der Grenzlage seiner Polare halbiert. Ist 
übrigens j der Normalenabschnitt, den eine Senkrechte zu OM be- 
stimmt, die im Abstände r — R Ton M liegt und die infolgedessen 
den Leitkreis berührt und mit unendlich zunehmendem li allmählich 
in ihn übergeht, so hat man 

r — -E ^ 2 sin Ö , lim -jt = 1 . 
Demnach wird die Forme! (28) 



(i + *)«-(« + i)s. 



für unendliches It also 2q = (n --|~ l)p. Endlich wollen wir bemerken, 
dass die Formel (32) 



liefert, woraus sich ergiebt: 

p = a(sm ö)~^+i, lim (>■ — E)^''^^-a (sin 0)^+^ . 
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Die Discussion dieser Formeln zeigt, daaa die Directrix einer Ei- 
bttucour'schen Curve Normale derselben ist in allen reeUen oder 
imaginären Punkten, wo die Curve mit ihrer Tangente eine Berüh- 
rung von einer niedrigeren oder höheren Ordnung als gewöhnlieh hat. 
Die Curven vom Index n< — 1 treffen die Directrix nicht 
und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; bei den- 
jenigen, deren Index grösser oder dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 1 ist, wird die Krümmung auf der Directrix null bezw. unendheh. 
In der Umgebung der Directrix wird die Curve auf Grund von (35) 
anmhemd durch die Gleichung p^s""^ ^ Const. dargestellt, mithin 
sind die am Ende von § 39 gemachten Bemerkungen auch auf die 
Ribaucour' sehen Curven anwendbar. Wichtig vor allen sind die Curven, 
bei welchen das Verhältnis — eine ganze Zahl v ist, d. h. die Curven 



vom Indes 1. Ribaucour hat sie in 



■ Geschlechter ein- 



geteilt: für v>0 hat man das cycloidische und dais circulare 
Geschlecht, für v<0 das parabolische und das catenoidische Ge- 
schlecht, je nachdem in jedem Falle v gerade oder ungerade ist. Man 
bemerke, dass die einfachsten Curven in den vier Geschlechtern den 
Werten 0, 1, — 2, — 3 (v = 2, 1, — 2, — 1) des Index entsprechen 
und gerade die Cycloide, der Kreia, die Parabel und die Kettenhnie 
sind, nach denen die entsprechenden Geschlechter ihre Namen haben. 



§43. 
, in (34) JJ = zu setzen, 
chung der Sinusspiralen zu erhalten: 



(36) 



1 die natürliche Glei- 






Man bemerke, dass die vorstehende Gleichung, wenn s mit 1 -( 

multipliciert wird, wieder eine Ribaucour 'sehe Curve, und zwar vom 
Index 2w ■ — 1, darstellt. Wir wissen bereits, dass man für « = 1 
einen Kreis, für « = eine logarithmisehen Spirale, für w = — 2 

eine gleichseitige Hyperbel hat. Für w^ ^ and für )» = — 2 

reduciert sich (36) auf die beiden Gleichungen (15), welche die Pa- 
rabel und die gleichseitige Hyperbel darstellen. Beachtet man, dass im 
Scheitel der Parabel der Pol den Krümmungsradius halbieren muaa und 
dass andrerseits j> die Länge des letzteren ist, so sieht man, dass im 
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Falle der Parabel der Pol mit dem Brennpunkte identiscli ist. Was die 
gleichseitige Hyperbel anbetrifft, so wissen wir bereits, dass bei ihr 
der Pol der Mittelpunkt ist {§ 40, b). Für m = -^ giebt die Glei- 
chung (36) s^ -)- 9p^ ^ Conat., und für n = 2 findet man die Glei- 
chung der Lemniseaie (§ 35). Also sind die durch die Indices -^ 
und 2 definierten Sinusspiralen die Cardioide (§ 8, d) und die 
LemniBcate. Die in § 39 gemachten Bemerkungen gestatten hinzu- 
zufügen, dasa der Pol der ersten in der einzigen Spitze liegt, welche 
die Gurre besitzt, und der Pol der zweiten der Mittelpunkt ist, da in 
ihm, wie wir gesehen haben, die Curve luflexionen hat. Endlich er- 
hält man für s* ^ -s- ßine Curve, die der Schar von parallelen Curyen 
angehört, welche durch die Gleichung 



= -^ 



f y("ö+"e)>-'6-e) 
dargestellt werden. Da diese für b'^-^a in s^ + 4p^ = Const., die 
Gleichung einer Epicycloide mit zwei Spitzen, übergeht, so sieht man, 
dasa die Sinusapirale vom Index — Parallelcurve einer be- 
stimmten Epicycloide ist. 

§44. 

Die in § 37 gefundenen Eigenschaften nehmen im Falle der 
Sinusspiralen eine einfachere Form an. Zum Beispiel: Die vom Pol 
aus an eine Sinusspirale gezogenen Berührungskreise be- 
stimmen auf den Normalen Abschnitte, die den Krümmungs- 
radien proportional sind. Dies folgt unmittelbar aus der Defini- 
tionsgleichung (28), welche im vorliegenden Falle r = {n -{-■ l)p sin ß 
wird und uns mit grosser Leichtigkeit noch andre Eigenschaften der 
Sinusspiralen erkennen lässt. Nennt man z. B, x ^'^^ 'P ^i^ Neigungen 
der Kormale und des Eadiusvectors gegen eine feste Normale und 
schreibt die obengenannte Gleichung in der Form 
1 , . , , sin ö 

7 = ('* + i)^^- 

so leitet man daraus durch Integration ab ;; = {n -|- l)ip, wenn man 
sieh daran erinnert, dass 
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ist. In dem erhaltenen Resultate erkennt man unmittelbar die Ver- 
allgemeinening einer bebannten Eigenschaft der Lemniscate (§ 35). 
Es folgt daraus der Satz: Dreht sich der Radiuavector gleieh- 
förmig um den Pol, so tbut die Tangente dasselbe inbezug 
auf den Berührungspunkt. Auf diese Eigenschaft bezieht sieh 
die (zu umständliche) Bezeichnung j,Curven proportionaler In- 
flexion", die Laquiere für die Curvea vorgescHagen hat, welche man 
gewöhnlich doppelt unzutreffend Sinusspiralen nennt. Für iJ = liefern 
nunmehr, wenn man, wie es bereits bei der Reduction von (34) auf 

(36) geschehen musste, — ^ (« -f- l) ^" setzt, die Formeln (31) und (33) 



._(«+l)o(|) , j,_(„+l)„(i) 

Inzwischen zeigt die Gleichung (36), dass q nur, wenn < « < 1 ist, 
verschwinden und nur, wenn » < oder « > 1 ist, unendlich werden 
kann. Andrerseits sagt uns die erste der beiden vorstehenden Formeln, 
dass, wenn die Krümmung null oder unendlich wird, der Radiusvector 
r nnendheh wird oder versehwindet, jenachdem n negativ ist oder 
nicht. Also haben nicht nur die Sinusspiralen mit einem Index 
K < — 1, wie in § 39 gesagt worden ist, sondern alle Sinusspiralen 
mit negativem Index die Eigenschaft, den Pol nicht zu ent- 
halten. Dieser ist dagegen immer ein Punkt der Curve, wenn n'^0 
ist; und da die Gleichung (36) in der Umgebung der Werte und od 
von y die Form p = As'"" annimmt, so sieht man (§ 11, e), dass die 
Sinusspiralen mit positivem Index im Pol einen Inflexions- 
punkt oder einen Büekkehrpunkt haben, je nachdem der 
Index der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade 
Zahl oder umgekehrt ist; und sie verhalten sich daselbst wie 
in einem gewöhnlichen Punkte, wenn der Indes der Quotient 
von zwei ungeraden Zahlen ist, obwohl sie dort mit der Tan- 
gente eine höhere oder niedrigere Berührung haben, je nachdem w grösser 
oder kleiner als 1 ist. Zwischen diesen Spiralen und denjenigen, die 
den Pol nicht enthalten (n < 0), steht die logariihmische Spirale 
(n == 0). Während bei den erateren alle Punkte im Endhchen liegen, 
erstrecken sich die letzteren ins UnendUche, und wenn man sich den 
Indes stetig abnehmend denkt, so bezeichnet sein Durchgang durch 
NuU den Äugenblick, in weichem die Cui-ve den Pol verlässt, um sirai 
ins Unendliche auszubreiten. Dieser Umstand giebt eine Erklärung 
dafür, wie es kommt, dass in diesem Augenblick allein die Curve zu 
dem Pol asymptotisch ist. Endlich kann, wenn « < ist, der Krüm- 
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i um- unendlich werden, und dann werden auch r und s 
unendlich, während y nach Null oder nach Unendlich conTergierfc, je 
nachdem der ahsolute Betrag you w grosser oder kleiner als 1 ist. Es 
folgt daraus, dass nur die Sinusspiralen mit einem Index ra< — 1 
mit Asymptoten hehaftet sind, die im Endlichen liegen. Diese 
Asymptoten gehen von dem Pol aus und hestimmeo um ihn lauter 
Winkelräume von gleicher Grösse — ■ la der That convergiert, wenn 
der Punkt auf einem Zweige, der eine Asymptote zulässt, ins Unendliche 
fortrückt, Ö nach einem Vielfachen von %. Wenn aher lim ö ^ — kjt 
ist, ao erhält man 

lim * - i lim (f - ») - (2- + l)^^, 

und zwei solche Werte, die zwei aufeinanderfolgenden Werten von v 
entsprechen, unterscheiden sich gerade um — 



§ 45. Transformationen. 

a) Die Sinusspiralen sind auch wegen der 
merkenawei t mit dei sif h die emen aus den andern durch verschiedene 
Transformationen ableiten lassen Wenn a. B. M.' die Projeotion des Pols 
au± die Tangente eiupr Ppiiale (J/"| vom Indes « ist, so sind, wie wir 
wissen, die Cooidinaten de'! Pols mbezug auf (Jlf} r'=2/, ö'=ö, imd 
andiei=!eits ist dei RiümmungBiadius durch die Formel (§ 18, 1) 

P ^ ar-eain"e == 2M^'' ^ (:H- + l)sin0' 
gegeben, wenn man n ^ setzt. Also ist die Fusspunktcurve 

einer Spirale vom Indes n, inbcKUg auf den Pol eine Spirale vom 
Indes - . Z. B. sind die Fusspunkteurveu der logarithmisehen Spirale 

(inbezug auf den asymptotischen Punkt), der Parabel (inbeaug auf den 
Brennpunkt), des Kreises (inbezug auf einen seiner Punkte), der gleich- 
seitigen Hyperbel (inbezug auf den Mittelpunkt) beaßglicb eine logarith- 
misohe Spirale, eine Gerade, eine Cardioido, eine Lemniscate; die Fuss- 
punktcurve einer Cardioide inbezug auf den Eückkehrpunkt ist Paralleleurve 
einer Epicyeloide; u. s. w. Allgemeiner ist, wenn n eine ganze Zahl ist, 
die Spirale vom Indes — die (w — l)-te Fusspunktcurve eines 
Kreises inbezug auf einen seiner Punkte; die Spirale vom Index 
Y~Tn is* 'äiö **-tö Fusspunktcurve einer gleichseitigen Hyperbel 
j' auf den Mittelpimkt; u. a. w. 

b) Auf ähnliehe Weise erhält man bei Anwendung der Transformation 
vom Indes v (§ 18, k), wenn man bemerkt, dass a^~'^r' = y^ ist, 
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wobei n' ^ — gesetzt worden ist. Also entstellt dureh. eine Trans- 
formation vom Indes v ans einer S^jirale Tom Indpx n eine Spi- 
rale vom Index — . Im besondern lüsst sicli die Pusspunktuurve einer 
Spirale yom Index n ans dieser Curve auch mit Hilfe einer Transformation 
vom Indes « -f- 1 ableiten. Für v = — 1 sieht man, dass zwei Sinus- 
apiralen mit gleichen nnd entgegengesetzten Indicos inverse 
Curven sind. Es sind z. B, invers zueinander die folgenden Curven: zwei 
logarithmische Spiralen, Gerade nnd Ereis, Parabel und Cardioide, gleich- 
seitige Hyperbel und Lemniscate. Für andere Werte von v erkennt man, 
dass durch Transformation vom Index 2 aus der Geraden und dem Kreise 
eine Parabel und eine Cardioide hervorgehen, die auch durch Transformation 
vom Index 4 aus der gleichseitigen Hyperbel und der Lemniscate ent- 
stehen; u. s. w. Endlich wollen wir bemerken, dass alle diese Curven sich 
leicht aus dem Kreise ableiten lassen, wenn man als Pol einen Punkt der 
Peripherie und die Tangente in diesem als Polaraxe annimmt. In der Tliat 
geht jede Sinusspirale vom Index n aus dem Kreise durch eine 
Transformation vom Index — hervor. 



Dem Leser sei zur Übung die Untersuchung derjenigen Curven em- 
pfohlen, deren osculierende Kreise, nachdem man sie einer Dilatation {oder 
Contraction) von den entsprechenden Berührungspunkten aus unterworfen 
hat, unter constantem Winkel « einen festen Kreis sehneiden. Ist H der 
Radius dieses Kreises und nimmt man an, dass durch die Dilatation der 
Durchmesser jedes osculierenden Kreises (n -\- l)p wird, so führt eine 
analoge Eechnung wie die in § 38 leicht zu der natürlichen Gleichung 
dieser Curven: 

+ 1 p dQ 



-fv: 



+ ') +» f cos„ + ^ 



Pur ß = -., hndet man die vorhin unteisncliten Cui\en wieder und für 
Jt = bei beliebigem a die hinusspnalen Fui unendlitbes Ji und k ^ 
ISsst sieh die Gleichung leieht aui die Poim 

(37) .-!+' r ^ 



'i/i/^ 



reduoieren und stellt Curven dar, die eine gewisse Verwandtschaft mit den 
Bibaucour'sehen haben. Anstatt wie diese einen gemeinsamen Durchmesser 
für alle dilatierten Osciüationskreise zuzulassen, besitzen sie eine allen 

Ceaäro, HBtürl. Geometrie. 5 
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diesen Er eisen gemeinsame Tangente. Im tiesondem fallen die Tangenten in 
den Spitzen in eine zusammen, w&krend dies bei den Eibauconr'sclieH Curven 
für die Normalen stattfindet. Wendet man ferner auf den Punkt (a; = 0, 

j/ =^ yC** ~h l)?) ^^s "^ § 1^ angegebene Verfahren an, so findet man, 
dass die dilatierten Oseulationskreise ihre Mittelpunkte auf einer Ri- 
baueour'schen Curve vom Index _ haben. Daraus folgt, dass jede 
Curve (37) sich auch als einer yon den beiden Zweigen der Enveloppe aller 
Kreise betrachten lässt, die ihre Mittelpunkte auf einer Eibaucour' sehen 
Curve haben und die Directris dieser Curve berühren. Ein sehr einfaches 
Beispiel erhalt man für « = -;-, in welchem Falle die Gleichung (37) eine 
Epicycloide mit zwei Spitzen darstellt. Ihre Krümmungsradien werden in 
der That im Verhältnis von 2 zu 1 von dem Leitkreise geteilt, auf den 
die Mittelpunkte aller Kreise fallen, die zwischen die Epicycloide und einen 
"Durchmesser des festen Kreises einheschrieben sind. 
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Wenn in einem Punkte M zwei Curven sich berühren, d. h. wenn 
ihre Tangenten in M zusammenfallen, so kann es vorkommen, dass 
auch die Krümmungaceiitra zusammenfallen. Verlegt man alsdann 
die Anfangspunkte nach M, so kann man die beiden Curven in der 
Umgebung von M als dargestellt durch dieselbe natürliche Gleichung 
betrachten, wenn man von unendlich kleinen Grössen absieht. Sie 
sind also an jener Stelle mehr als einander berührendj weil 
eine bestimmte natürliche Gleichung ja nur eine einzige Curve dar- 
stellen kann. Diese höhere Berührung spricht sieh darin aus, dass 
die Differenz q ^ q' der Krümmungsradien in zwei auf den beiden 
Curven durch denselben Wert von s definierten Punkten gleichzeitig 
mit s unendlich klein wird, und es ist durchaus natürlich, als Index 
der mehr oder weniger innigen Berührung die Ordnung anzunehmen, 
von welcher p — p' unendlich klein wird. Da ferner im allgemeinen 
Falle (einfache Berührung) q — p' nicht unendlich klein wird, so 
wollen wir Obereinkommen zu sagen, dass die beiden Curven eine 
Berührung von der Ordnung n haben, wenn 4» — p' unendlich 
klein von der Ordnung n — 1 wird, so dass man die einfache Berührung 
als eine solche von erster Ordnung bezeichnen kann. Bei alledem ist 
stillschweigend vorausgesetzt, dass p und p' endlich sind; wir werden 
femer annehmen, dass sie sich in der Umgebung von M nach ganzen, 
positiven Potenzen von s entwickeln lassen und werden auf diese Weise 
unsere Untersuchung auf die Berührung in gewöhnlichen Punkten be- 
achränken, indem wir jedoch den Leser unablässig ermuntern es mit 
den vielen kloinen Schwierigkeiten aufzunehmen, welche das vollständige 
Studium der Berührung zweier Curven in solchen Punkten {Wende- 
punkten, Spitzen, asymptotischen Punkten, u. s. w,) bietet, in deren 
Umgebung die erwähnte Form der Eutwickelung nicht immer möglich ist. 
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§ 48. 
Versieht man alle für den Punkt M berechneten Grössen mit dem 
Index 0, so hat man 

<- = ». + '©.+ ?©).+ ?(&).+ -. 

und eine analoge Gleichung kann man für p' hinschreiben. Soll also 
y — ■ q' unendlich klein Ton der Ordnung n — 1 werden, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass 

^o~Pn' U^Jo \dsU ' Vds"-^A Käs"-')«' Vc^s^-Vo^ W-Vo 
ist. Andrerseits zeigt das bekannte Bildungsgesetz für die Krümmungs- 
radien ^i, Pä , pg , ... der successiven Evoluten (§ 22) ohne Schwierig- 
keit, dass 

ist, wobei wir in der ersten Gleichung alle Ableitungen von niedrigerer 
Ordnung als der w-ten und in der zweiten alle Glieder, welche p„ nicht ent- 
halten, ungeschrieben lassen. Man sieht auf diese Weise, dass q^ nur 
von den n ersten Ableitungen von p, und zwar sicherlich von der sä-tea, 
abhängt, und dass der Ausdruck der w-ten Derivierten von p zwar p„, 
nicht aber Q„+i, p^+a, u. s. w. enthält. Dies vorausgeschickt sind die 
gefundenen Bedingungen offenbar äquivalent mit den folgenden 

Q = p', 01= pi', ?ä= ?s'» ■ - - j P—a = ?'«-2, e>'-i ^ ^^-i (im Punkte M). 

Sollen also zwei Curven in einem gegebenen Punkte eine Be- 
rührung von der Ordnung n haben, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass für diesen Punkt die n — 1 ersten 
Krümmungscentra der einen Ourve mit denen der andern zu- 
sammenfallen, während die K-ten Krümmungscentra ver- 
schieden bleiben. Aus diesem Satze geht hervor, dass, wenn zwei 
Curven eine Berührung w-ter Ordnung haben, ihre v-ten Evoluten eine 
solche von der Ordnung n — v haben. Mithin lässt sich der genannte 
Satz auch so aussprechen: Sollen zwei Curven eine Berührung 
w-ter Ordnung haben, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre (h — l)-ten Evoluten sich einfach berühren. 



Man kann folgendes als evident betrachten: Je schneller von e 
Punkte ausgehend die Krümmung einer Curve dem absoluten ] 
nach wächst, um so mehr ist dieselbe bestrebt von der Tangente in 
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jenem Punkte abzuweichen, und von zwei sich berührenden Curven isb 
diejenige, welche in dem gemeinsamen Berlihrungapunkte eine grossere 
Krümmung hat, mehr als die andere bestrebt sieh von der Tangente zu 
entfernen. Übrigens rechtfertigt sich dies vollständig durch eine ge- 
nauere Untersuchung des Verhaltens der beiden Curven in der Um- 
gebung des Berührungspunktes (§ 4). Wenn n ungerade ist, so nimmt 
das Verhältnis von q — p' zu s""^ schliesslich em bestimmtes Vorzeichen 
an, welches auch das Vorzeichen von s sein mag. Mithin liegt in der 
Umgebung von M eine der Curven innerhalb der andeni, und dies ist 
offenbar der allgemeine Fall. Ist n gerade, so wechselt s""^ mit s sein 
Vorzeichen, mithin hat man p > p' auf einer Seite von .M"und ß <p' 
auf der andern, <i. h. die beiden Curven durchsetzen einander. Also 
können zwei Curven in demselben Punkte einander durch- 
setzen und berühren; dies ist aber ein sicheres Kennzeichen 
einer höheren Berührung. Wenn dagegen die beiden Curven ein- 
ander berühren ohne sich zu kreuzen, wie es im allgemeinen stattfindet, 
so hat man nicht immer eine einfache Berührung, da es, wie wir ge- 
sehen haben, ausnahmsweise auch eine höhere Berührung sein kann; 
in diesem Falle ist a,ber die Ordnung ungerade, und da p — p' in der 
Nähe der Null ein bestimmtes Vorzeichen bewahrt, so kann man hinau- 
fügen, dass die Differenz p — p' in dem betrachteten Punkte 
ein Minimum oder Maximum ist. 

§ 50. Osculation. 
Hat man einen Punkt M auf einer Curve fixiert und ist eine 
zweite Curve f(s, p) == gegeben, so ist es mögheh, einen oder mehrere 
Punkte M' auf der zweiten Curve zu finden von folgender Beschaffen- 
heit: Bringt man M' mit M und die Tangente in M' mit der Tan- 
geute in M zur Deckung, so wird die Berührung, welche im allgemeinen 
von der ersten Ordnung ist, eine solche von der zweiten. Es genügt 
in der That, die Gleichung der zweiten Curve nach s aufzulösen, indem 
man für p den Wert einsetzt, den der Krümmungsrad ins im Punkte M 
der ersten Curve hat. Anstatt die Curve (M') als gegeben anzunehmen, 
stelle man sieh nunmehr die Aufgabe, dieselbe unter den unendlich 
vielen Curven, welche durch die natürliche Gleichung 
(2) f(s,Q,a^,a^,...,a„^^) = 

(mit n — 2 willkürlichen Parametern) dargestellt werden, derart zu 
wählen, dass die Berührung von einer möglichst hohen Ordnung wird. 
Durch n — 2 suecessive Differentiationen können wir aus (2) ebenso- 
viele Eelationen ableiten, welche die folgende Form haben: 
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fil', S, «u «1, 
f,(f, H, Si, 9t, 


0,, Oj, ... 
o, , 0, , . . . 





(S) 

/;_ä (s, p, - . ., e,-2, «1, ■ ■ ■, a«-s) = 0. 

Diese müssen ebenso wie die Fonnel (2) für die Curven (M') identisch 
bestehen. Denkt man sich nun an Stelle von p, pj, ..., q^—^ die 
Werte eingesetzt, welche diese Grössen im Punkte M der ersten Curve 
haben, so entsteht ein System von n — 1 Gleichungen, welches be- 
stimmte Werte für s, ffj, a^, . . ., «■«—ä liefert. Bei jeder Lösung des 
Systems werden die Werte der a dazu dienen, eine unter den nnendlieh 
vielen durch die Gleichung (2) dargestellten Curven zu bestimmen, und 
der Wert von s wird auf der so erhaltenen Curve {M') einen Punkt 
M' definieren. Bringt man diesen Punkt mit M zur Deckung derart, 
dass sich die Curven dort berühren, so werden dieselben die n — 1 
ersten Krümmungscentra gemein haben, und im allgemeinen ist kein 
Grund vorhanden, dass auch die «.-ten Krümmung« centra zusammen- 
fallen. Die Berührung wird demnach die Ordnung n erreichen, und es 
ist klar, dass man a priori keine höhere Berührung verlangen kann. 
Dies hindert jedoch nicht, dass eine solche Bei-Ührnng wegen einer 
der Curve (M) innewohnenden Eigentümlichkeit thatsächlich eintreten 
kann. Im allgemeinen Falle sagt man, dass unter den durch die Glei- 
chung (2) definierten Curven {M') zu der gegebenen Curve osculierend 
ist. Tritt ausnahmsweise der Fall ein, dass sich, wahrend man zwischen 
den beiden Curven nur eine Berührung von der Ordnung n herbeizu- 
führen sucht, eine noch innigere Berührung zwischen ihnen heraus- 
stellt, so sagt man, die Curve {M'') sei zu (M) superosculierend. 
Es giebt also in jeder (n — 2)-fach unendlichen Curvensehaar 
einfach unendlich viele Curven, die mit einer gegebenen Curve 
{M) eine Berührung w-ter Ordnung haben, und nur in besondem 
Punkten von (Jf) kann es eintreten, dass die Ordnung der Berührung 
die Zahl n überschreitet. 

§ 51. Oeculierender Kreis. 
Die vorhergehenden Betrachtungen sind nicht anwendbar, wenn in 
der Formel (2) s nicht vorkommt, d. h. im Falle der Kreise. Die un- 
endlich vielen Kreise, welche eine gegebene Curve in einem Punkte M 
berühren, haben ihre Mittelpunkte auf der Normale der Curve iu M. 
Aber solange von G verschieden ist, ist die Berührung einfach und 
wird, wenn mit C zusammenfällt, im allgemeinen nur von der zweiten 
Ordnung. Also ist unter den die Curve in M berührenden Kreisen 
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derjenige der osculierende, des&eii Mittelpunkt das Krüm- 
mungscentrum ist. Da femei die Berührung von zweiter Ordnung' 
ist, so durchsetzt im allgemeinen der osculierende Kreis im Be- 
rührungspunkte die Curre, und dies ist sogar eine Eigenscliaft, welche 
ihn unter den unendheh vielen Kiei&en, die die Curve in demselben 
Punkte berühren, charakterisiert. Wenn wir uns vorstellen, dass der 
Mittelpunkt eines berührenden Kreises die Normale in einem ge- 
gebenen Sinne durchläuft, vom Unendlichen ausgehend, um wieder ins 
Unendliche zurückzukehren, so wird es nur ein einziges Mal vorkommen 
können, dass der Kreis die Curve durchsetzt, während für jede andre 
Lage von die Curve in der Umgebung von M entweder ganz innerhalb 
des entsprechenden Kreises liegt (was offenbar eintritt, wenn ins Un- 
endliche rückt) oder ganz ausserhalb (z. B., wenn sich M unendlich 
nähert). Unter den einfach unendlich vielen Kreisen, die eine Curve 
osculieren, können einige die Curve in speciellen Punkten superosculieren. 
Da alsdann die Berührung im allgemeinen von der dritten Ordnung 
ist, so kann man auf Grund der Sehlassbemerkung in § 49 behaupten, 
dass Q — p', d. h. p, ein Minimum oder Maximum ist. Ist umgekehrt 
p ein Minimum oder Maximum, so muss die Berührung von einer 
höheren, und zwar ungeraden, Ordnung sein. Stellt man sich demnach 
vor, dass der Berührungspunkt die Ourve immer in demselben Sinne 
durchläuft, so steigt jedesmal, wenn der osculierende Kreis ein 
Minimum oder Maximum wird, die Berührung mindestens bis 
zur dritten Ordnung auf und ist jedenfalls von ungerader Ordnung. 
Dann durchsetzt der osculierende Kreis die Curve nicht mehr. Dies 
ist also ein sicheres Merkmal für eine Superosculation, die sich überall 
da deutlich anzeigt, wo die Curve in der Umgebimg eines Punktes 
inbezug auf die Normale symmetrisch ist. 

§ 52. 
Wir wollen annehmen, die Curven (M") seien, anstatt durch die 
Formel (2) dargestellt zu sein, durch ihre cartesische G-leiehung inbezug 
auf die Tangente und die Normale in einem Punkte M einer bekannten 
Curve gegeben. Wir wollen femer in der Umgebung von M die Mög- 
lichkeit der Entwickelung von y nach ganzen positiven Potenzen von x 

(4) y = Ax^-Y- Bt^ -f 0^* H 

zulassen. Diese Entwickelung kommt bei passender Bestimmung der 
Coefficienten jeder Gurve zu, welche die gegebene Curve in M be- 
rührt, und im besondem kommt sie der Curve {M) selbst zu. Dm 
die der Curve {M) entsprechenden Coefficienten zu bestimmen, j 
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es, (4) zu differenzieren und die abgeleitete Gleichung mit (4) zu iden- 
tificieren {§ IG). Man erhält so 

. 1 -n i dA „ t dB , Ä^ 



(5) ^ = f, B= — IH, c= "^'+/;l~ -^,--- 

Das Bilduagsgesetz dieser Coeffieienten zeigt aehon, daaa der v-te Co- 
effieient nur von den v ersten Krümmungsradien, und zwar sieher von 
dem ii-ten, abhängt. Also müasea für alle Curven, die in M eine Be- 
rührung von der Ordnung n haben, die n — 1 ersten Coeffieienten die- 
selben Werte haben, um die Curve (M') zu bestimmen, welche (M) 
oacnliert, braucht man jetzt nur in (4) die Werte (5) einzutragen und 
dann die Entwickelung (4) in die Gleichung von {M') einzusetzen, in- 
dem man aber alle die «-te übersteigenden Potenzen von x vernach- 
lässigt. Man erhält auf diese Weise eine Gleichung, die identisch er- 
füllt sein muas, und dieser Umstand gestattet die Coeffieienten in der 
Gleichung von {M') zu bestimmen. Wir wollen bei dieser Gelegenheit 
folgende Bemerkung machen; Schreibt man die Entwickelung (4) für 
eine beliebige Curve; die mit M eine Berührung Ji-ter Ordnung hat, so 
sind die beiden ersten ungleiciien Coeffieienten in den beiden Ent- 
wiekelungen die m-ten, da sie sicher von Qn—i und von p'„_i<p„_t 
abhärten. Also ist die Differenz J/ — y' der Ordinaten unendlich klein 
von der Ordnung K -f- 1 , d. h. man kann in der Umgebung des Be- 
rührungspunktes die beiden Curven als zusammenfallend be- 
trachten, wenn man von unendlich kleinen Grössen von höherer 
Ordnung als der w-ten absieht. Hiernach ist es leicht, die Behaup- 
tungen des g 49 präciser zu fassen. Endlich wollen wir bemerken, dass 
es manchmal vorzuziehen ist, anstatt der einen Entwickelung (4) in ana- 
loger Weise die Entwickelungen von x und y als Functionen von s zu 
benutzen. Aus den Relationen 

dx dy 

-r- = COS <p, -T^ = Sin y 

leitet man durch successive Differentiationen ab 
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f 53. Anwendungen. 



a,) Die Zahl der Kegelschnitte ist vom Standpunkte der natürlidien 
Geometrie zweifach, unendlich. Daraus folgt, dass man von einem Kegel- 
schnitt wird sagen können, er oseuliere eine Cui-ve, wenn er mit ihr eine 
Berührung vierter Ordnung hat. Setzt man nun in die Gleichung des 



(7) y-=^{az^-]-ßy^-^2yxi/) 

die Entwickelungen (6) ein, indem man alle die vierte übersteigenden 
Potenzen von s vernachlässigt, so gelingt es leicht, «, ß, y als Functionen 
der Krümmungsradien ?, ^iiPa der gegebenen Gurve (M.') zu bestimmen. 
Anstatt der Entwickelungen (6) ist es im vorliegenden Falle vielleicht vor- 
zuEiehen, die eine Entwickelimg (4) anzuwenden, indem man sie auf die 
drei erst«n Glieder beschränkt and beim Einsetzen in (7) die Potenzen von 
X, von der fünften aufwärts venia chlässigt. Auf die eine oder die andre 
Weise gelangt man zu den folgenden Eesultaten; 

Also ist die Gleichung des osculierenden Kegelschnitts 

b) Will man, dass die Berührung nur von der dritten Ordnung sei, 
so erhält man unendlich viele Kegelschnitte, die noch immer durch die 
Gleichung (7) dargestellt werden, wo a und y die Werte (8) haben, während 
(?, der einzige Coeffieient, welcher von pg abhängt, willkürlich bleibt. Für 
ß ^ — erhält man eine Parabel und für j3 =^ — a eine gleichseitige Hy- 
perbel. Daraus folgt, dass die Gleichungen der osculierenden Parabel 
und der osculierenden gleichseitigen Hyperbel bezflglich 

(353;— -e^)/)^ = ISffV, ^? — f — -^ ^V =^ '20 
sind. 

e) Um die Grosse der Äsen des osculierenden Kegelschnitts 
zu bestimmen, muss man sich daran erinnern (§ 29), dass man 

hat, wo J = aß — y^ ist. Setzt man der Kürze wegen 

so liefern die Werte (8) 

(9) •' + f-^- '>-W' 
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und die vorhergehenden Formeln werden 
(10) ,- + 6>-^, «S-5?- 

Aus diesen gewinnt raan 



Man bemerke, dass die innere Wiirzel immer reell ist, da die Identität besteht 

§ 54. Invarianten. 

Für eine Schar (2), die aua einer (n — 2) fach unendlichen Zahl 
von Curveu besteht, giebt es eine Function der n ei&ten Krümmungs- 
radien, welche längs jeder Curve der Schar bestandig gleich Null bleibt. 
In der That erhält man durch Differentiation der letzten dei Formeln (3) 
eine weitere Keiation 

A-i (s, Q, pi, pä, ■ ■ ■ . 9^-u «1, %, - . - , (^«-ä) = 0, 
welche identisch filr alle Curven (2) bestehen muss. Eliminiert man 
nun s, %, «2, . . ■, oi,i— 3 aus dem System, welches durch Hinzufngung 
der letzten Gleichung und der Gleichung (2) selbst aus dem System (3) 
entsteht, so gelangt man zu einer Relation 
(11) J'fe, ?„(.„ ...,p.-.)-0, 

deren erstes Glied eben die Invariante der Schar (2) ist. Die Kennt- 
nis der Invariante gestattet in jedem Punkte das w-te Erümmnngs- 
centrum zu construieren, wenn die n — 1 ersten Krümmungs- 
centra bekannt sind, und die Construetion, welche man erhält, 
charakterisiert die Curven (2). Es ist in der That evident, dass jede 
Invariante zu einer ganz bestimmten Curvensehar gehört, deren Glei- 
chung man demnach durch die Kenntnis der Invariante allein 
ersetzen kann Um s\c\x davon zu Überzeugen, bemerke man, dass 
durch Emsttzung der Weite (1) in die Formel (11) diese eine Differential- 
gleichung (ji — 1) tei Oidnung wird, von der man durch Integration 
wiedei zu einer Gleithung zwischen s und p aufsteigt, welche n — 1 
willkürliche Constanten enthält. Von diesen Constanten bilden aber 
n — 2 das System von Parametern, welches in der Gleichung (2) auf- 
tritt, und die letzte ist durch die Wahl des Anfangspunktes der Bogen 
bestimmt Man kann jedoch nicht bloss das m-te Krümmungscentrum 
construieren, wenn man die Invariante kennt, sondern auch alle fol- 
genden Kiummunghi entra In der That können wir die Gleichung (11) 
unbegrenzt oft diäeienzieien und erhalten dabei ebensoviele Relationen 
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(12) i^,(p,p,,...,p,) = 0, F,{e,&„...,&„+,) = 0, 

-faCp; Qi, ■■■, P"+s) = 0, -.., 
■welche successiv die Werte von p«, 9b+i> pn+s» ■ ■ ■ als Functionen 
von p, pi, 0a, . . ., pH_s liefern. Das Verseliwinden der Invariante F 
in einem gegebenen Punkte einer Gurre (M) zeigt an, dass die Curve 
(2), welche (M) in jenem Punkte oseuliert, mit derselben auch das 
w-te Krümmungscentrum gemein hat, d. h. dass die Ordnung der Be- 
rührung n übersteigt, dass also eine Superosculation stattfindet. 
Endlich wollen wir bemerken, dass man durch Elimination von p, Pi, 
. . ., pv— 1 aus (11) und den v ersten Eelationen (12) eine Relation 

i^-Kpv, Pr+l,...,p. + — 1) = 

erhält und man ohne weiteres behaupten kann, daas i^''*(p, Pi, - ■-, p«— i) 
die Invariante der Curvenscbar ist, welche aus den v-ten 
Evoluten der Curven der gegebenen Schar (2) besteht. Soll in 
einem Punkte einer gegebenen Curve eine BerUhrnng (n -\~ v)-ter Ord 
nung mit einer Curve der Schar (2) stattfinden, so ist dazu notwendig 
ujid hinreichend, dass in jenem Punkte F,F',F", ..., F''~^'> ver- 
schwinden, nicht aber^'l. 

§ 55. Beispiele. 

a) Die cycloidalen Curven (vgl. § 24, g) bestimmen eine zweifach 
unendliche Curvenfamibe, die durch die Invariante pjpg — qq^ charakterisiert 
wird. Weiden abei die genannten Curven derart particularisiert, dass aus 
der ganzen Familie eine einfach unendliche Schar ausgesondert wird, so 
darf die Invaiiante nicht meli pg enthalten, und in der That findet man, dass 
die Invarianten dei Kieisi^\ olventen, der logarithmischen Spiralen, 
der Cycloiden, dei Pseudocycloiden, der Epicycloiden mit drei 
Spitzen, u. s. w. bezüglich pj, ^^ — qq^, P + ösi 9 — Csi 9p"}'?2i 
u. s. w. sind. 

b) Die Invarianten der Parabeln und der gleichseitigen Hyperbeln 
sind gerade die in § 53, c mit # und S bezeichneten Ausdrücke, da dieselben 
Functionen von q, p^, q^ sind, welche auf Grund der Formeln (9) bezüglich 
auf jeder Parabel und auf jeder gleichseitigen Hyperbel verschwinden. 
Ausserdem zeigt die zweite Foimel (10), dasi der eine Curve osculierende 
Kegelschnitt eine Hypeibel oder eine Ellipse ist, lenachdem # negativ oder 
positiv ist. Die Wprte von -, füi welche 0' oder ob \ Kr seh windet, bestimmen 
auf jeder Curve die Punkte, wo eine Supeioseulation mit emei Parabel oder 
mit einer gleichseitigen Hypnibel stattfindet 

c) Um die Invaiiante ö der Familie aller hegelschnitte zu finden, ge- 
nügt es, die eine oder andere der Gleichungen (^10) zu diffeienziPien Man 
erhält auf diese Wpi--p S untei einpi der folgenden Formen 

'J^ ' dl ii. o ' s-i ir j, ,/( i: 
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nen oder anc 
gelsclinitte 



1 Weise aus, 



I findet 



Führt roan die Eechnuag m der > 
man, dass die Invariante der K 

ist. Endlich gestatten die Formeln (lO) auch noch, ß längs einer beliebigen 
Curve als Function der Haibasen des osculierenden Kegelschnitts auszudrücken: 

'^ ds -*- ' ^ ds X 

(ß6)3 («&)3 

Der letzte Auadruck führt, da bekanntlich icah den Flächeninhalt der durch 
die Halbaxen a und b befinierten Ellipse misst, au der Bemerkung von 
Grave, dass die eine Ourye in einem Punkte M osculiereude Ellipse 
nicht einen constanten Flächeninhalt bewakren kann, wenn Jf die 
Curve durchläuft. Hinzugefügt sei, dass das Zeichen von S dazu dient, zu 
erkennen, ob der genannte Flächeninhalt zu- oder abnimmt. Wenn er 
ein Minimum oder ein Maximum wird, so verschwindet tS, mithin 
steigt die Berührung mindestens bis zur fünften Ordnung, 
d) Bemerkenswert sind die Curven, welche durch die Invariante 

definiert werden, für jedes Wertepaar A, jt. So z. B. unterscheiden sich 
rS'lS, g-t und S(Q,—\ nicht von ^ und von c6; die Kettenlinien gleichen 
Widerstandes sind chaj-akterisiert durch ^(1,1), die logarithmischen 
Spiralen durch ^(0,0), und allgemeiner ist <? (0, ja) die Invariante der- 
jenigen Curven, hei welchen der Bogen proportional der (1 — (;t)-ten Potenz 
des Krümmungsradius ist; (? (i, O) ist die Invariante der durck die Gleichung 






dargestellten Curven; u s, w. Sind l und f( von Null verschieden, so führt 
die Integration von 5" ^ zu der natürlichen Gleichung 



^fVii^, 



(er-o 



welche i 
spiralei 



Für Afi 
(§ 46), 



im besondern die Kibaucour'schen Curven und die Sinus- 
1 vom Indes n (§§ il, 43) darstellt, je nachdem man die eine oder 
re der folgenden Annahmen macht: 

^ = ^471. c = ir^ri:; ^ = (^ + 1)= ' f* = ;i^ri" 

= stellt dieselbe Gleiehui^ die bemerkenswerten Curven dar 
deien cculierende Kieiae, nach emem constanten Verhältnis ver- 
eine teste deiadp beiTihten Beraeikt man feiner, dass 
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ist, so sieht man sofort, dass, wenn ^ji -{- 1 = ist, die Invariante der 
Evoluten 2Xq — q^ ist. Da dies die Invariante der cyeloidalen Curven 
Q^ = 2ls^ ^ . . . isf.^ derea jede im allgemeinen die Evolute einer analogen 
Curve ist, so kann man sagen, dass die durch die Invariante 
äl(l, — -1] definierten Curven gewisse Parallelcurven za cyeloi- 
dalen Curven sind. Derartige Curven sind (vgl. §§ 41, 43, 46) die 
Bihauconr'sehe Curve vom Index — -r- , die Siuusspirale vom Index — und 



die krumme Linie, welche alle um die Punkte einer Cycloide besehriehenen 
Tangentialkreise der Directrix berührt; sie ist Parallelcurve einer gewissen 
andern Cycloide. Bei allen diesen Curven führt die geometrische Inter- 
pretation der Gleichung oT ^ zu der folgenden sehr einfachen Construction 
des dritten Kriimmungscentrums, falls die beiden ersten bekannt sind: Teilt 
man ÖM im Verhältnis von i zu 1 — i und OC^ im Verhältnis 
von (^ -f 1) i zu 1 — (ft + 1) i und errichtet in dem ersten Teü- 
punkte ein Lot auf der Geraden, welche ihn mit dem zweiten ver- 
bindet, so geht dieses Lot durch 0^. 

e) In analoger Weise kann man die in § 37 definierten Curven unter- 
suchen. Setzt man 

P _ („ ^ 1)>5> + („ + !)>,,> + („. _ 1) (,,> _ „,) , 

» - ;rTi [(« - i)V + (« + i)'ft'J + <y ~ 1) (ft' -na), 

SO findet man, dass die Invariante der genannten Curven 

e - 2«ft [(2..-1) P^2 (« + 1) H] + («- 1) («'-l)f(9ifc-fl?a) 

ist, und dass der Leitkreis sein Centrum in dem Punkte 

(13) .-.ai=^, ,-'i^=f^ 

und den Eadius 



_B_(„_i).|,y_(„ + i)H 



hat. Daraus folgt sofort, dass P und H die Invarianten der ßibancour'sehen 
Curven (Jf = oo) und der Sinusspiralen (/( = 0) sind und dass die Glei- 
ehnng des Leitkreises 

»'+»'-|("- !)?'[(» + i)ai + (»-i)w]+'iiti(»-i)"?*-o 

ist. Dieselbe reduciert sich bei den Eibaneour'sehen Curven auf 



§ 56. Übungabeispiele. 

a) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden Kegelschnitte 
einer gegebenen Curve zu bestimmen. Die Coordinaten des Mittelpunktes 
kann man aus den Formeln (13) für m= — 2 ableiten oder auch aus den 
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Formeln (3) des vorigen Kapitels, indem man darin die Werte (8) und (9) 
eintragt. Wendet man auf diese Ooordinaten 

(16) --i?'^'-, !/-¥ 
das gewölmliehe Verfahren (§ 15) an, so erhält man 
Sx ep, Sy 'ä@Q 

und man sieht, dass die Tangente durch M hindurchgeht. Ferner wird 

Man findet z.B. im Falle der Hypocyeloide mit drei Spitzen (9s^+p^=Const.) 
S'= 36«^, S = 45a^, S = — 3240a^s. Fixiert man in geeigneter Weise 
den Sinn und den Anfangspunkt der Bogen, so liefern die vorhergehenden 
Formeln 



und schliesslich ^s'^-\- 4p'^ = Const. Der gesuchte Ort ist also eine Hypo- 
cyeloide mit sechs Spitzen, wovon drei mit denen der gegebene» Ourve 
zus ammenf allen . 

b) Die Enveloppe der Leitlinien der eine gegebene Curve oacu- 
Uerenden Parabeln zu finden. Aus der Formel (14) erhält man für 
n =^ — 2 die Gleichung der Leitlinie. Differenziert man dieselbe, so kommt 

(j, ~3|,)« + 45,!, + 2pj, — 0, 
und aus beiden Gleichungen ergiebt sich 3; = 0, )/ = — -- . Also be- 
rührt die Directrix ihre Enveloppe auf der Normale der Curve. 
Wendet man auf die Coordinaten des Berührungspunktes die gewöhnlichen 
Fundamen talformeln an, so erhält man 



2e ' ^ " 2,r 



(16) 

Für die Hypocyeloide mit drei Spitaen erhält man p' = -^ti. Also be- 
rühren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer Hypocy- 
eloide mit drei Spitzen sSmilicb den Leitkreis. 

c) Dagegen werden für e6 = 0, da sich alsdann S* auf — (9§^+ 0!^) 
reduciert, die Formeln (l6) 






nud durch Elimination von ^ entnimmt i 



y Google 



§ 56. Übungab ei spiele. 



1 r ä^'_ 



Also beriilireii die Leitlinien der oseialierenden Parabela einer 
gleichseitigen Hyperbel eine Sinusspirale vom Index — -g ■ 

d) Den Ort der Brennpunkte der osculierenden Parabeln 
einer gegebenen Curve zu finden. Wenn man beachtet, dass der Brennpuntt 
inbeziog auf die Tangente symmetrisch ist au der Protection von M. aut" die 
Directris (§ 33, a), so findet man, dass seine Coordinaten 



sind. Mithin ist 

Diese Formeln sagen uns, dass die Normale des Ortes der Brenn- 
punkte die Strecke Mü im Verhältnis von 1 zu 3 teilt und dass die Tan- 
gente den von Jf aus gerechneten Abschnitt halbiert, welchen die Leitlinie 
auf der Tangente von (Jf) bestimmt. Ferner erhält man 

Z.B.hatman,wenn9s^-l-p^=Const. ist,s'=2s, p'^-g, 9s'^+25p'^=Const. 
Also gehören die Brennpunkte der oscnlierenden Parabeln einer 
Hypoeycloide mit drei Spitzen einer Epicyeloide an, welche die- 
selben Spitzen hat. Auf ähnliche Weise liefern, wenn ^6^=0 ist, die 
letzten Formeln s' = — s, p' = -Trp, und daraus lässt sich leicht ableiten, 
dass die osculierenden Parabeln einer gleichseitigen Hyperbel ihre 
Brennpunkte auf einer der Curven haben, die durch die Invariante 
•^(Ä'l) 'definiert sind. Endlich liegen bei jeder Curve der durch 
die Invariante '^f— |.— |) definierten Familie die Brennpunkte 
der osculierenden Parabeln in gerader Linie. Es ist zu bemerken, 
dass diese Curven gerade diejenigen sind (§ 55, d), deren osculierende Kreise, 
von den entsprechenden Berührungspunkten aus auf — verkleinert, eine feste 
Gerade berühren. 

e) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden gleichseitigen 
Hyperbeln einer gegebenen Curve zu bestimmen. Pur cß == Ü liefern 
die Formeln (15) 

ferner findet man 

äs (9e' + e,V ' ds (9e'+e,T' 
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und leitet daraus ab 

Im besondem wird, wenn 9 s' + ?^ ^ Const, ist, s' = bs, 5'^yS, 
9s'^ -f- 495'^ '^ Const., mithin liegen die Mittelpunkte der osenlie- 
renden gleichseitigen Hyperbeln einer Hypocycloide mit drei 
Spitzen auf einer sternförmigen Epicycloide, welche dieselben 
Spitzen hat. Endlich bilden die Curven, welche von gleichseitigen 
Hyperbeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen, osculiert 
werden, die durch die Invariante '='("H"it) charakterisierte Fa- 
milie. Sie gehören (§ 55, d) derselben Klasse an, wie die am Ende des 
vorigen Ubungsbeispiels gefundenen, abgesehen von der Änderung des Ver- 
hältnisses -j in — -g- 

f) Die vorhergehenden Eeehnungen lassen sieb allgemeiner bei den 
durcli die Invariante C definierten Curven ausführen. So leitet man aus 
den Formeln (13) ab 
ri7\ ** ^ (^+i)Ce. äy _ (n - 1) C g 

und man sieht sofort, dass die Tangente des Ortes der Mittelpunkte der 

Leitkreise durch M hindurchgeht. Die Curre, welche an die Stelle der 

Hypocycloide mit drei Spitzen tritt, ist immer eine Hypocycloide (n < 0) 

oder eine Epicycloide (w > O) und wird durch die Gleichung 

(18) («~iy,' + (n+l)'f'-a' 

dargestellt Für dieselbe ist 

P _ ^^('^ -->-)' «2 w _ (2«-l)(w-l)' . f, _ in(2n~ l){n-l)' , 

(« + !)'' (*»+!)' " ' "^ (n+ ir " " *■ 

Wenn H = ist, so führen die Formeln (17) zu den folgenden 

« H ' e' m + l H ^ ' 

mit deren Hilfe man den Ort der Pole der Sinusspiralen vom Index n 
bestimmt, die eine gegebene Curve osculieren; und wenn diese die Cnrve 
(18) ist, so findet man eine analoge Cnrve, die dem Werte 2 — — von n 
entspricht. 
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Fünftes Kapitel. 
Die Eollcurven. 



§57. 
Wenn eine Curve (M^) anf einer in der Ebene festen Cnrve (M) 
fortgerollt wird^ ohne dabei zu gleiten, ao sagt man, dass (M^) sich 
auf (jlf) abwickelt, die GurTen, welche von den mit der bewegliclien 
Curve fest verbundenen Punkten beschrieben werden, heissen Roll- 
curven, und die feste Curve ist die Basis dieser Roileurven. Mit 
der Bezeichnung ßollcurve soll nicht eine Curve von specieller Natur 
gemeint sein (da ja bei passender Wahl von (M) und (M^) jede 
Curve eine Rolleurve ist), sondern nur die Aufmerksamkeit auf eine 
Er zeugungs weise der betrachteten Curve gelenkt werden. Zu den Eigen- 
schaften, deren sich die Rollcurven erfreuen, kann man oft mit Hilfe 
von einfachen und eleganten geomofcrischen oder kinematischen Be- 
trachtungen gelangen. Dieselben haben jedoch nicht jenen Charakter 
analytischer Gleichförmigkeit, der die Verfahi an gs weisen dei natiirhchen 
Geometrie auszeichnet und sie in so hohem Maagae geeignet für die 
Untersuchungen der Inflnitesimalgeometrie macht. Inbezug auf die 
Tangente und die Normale, welche die bewegliche Curve und die feste 
Curve im Berührungspunkte M gemein haben, müssen die Ooordinaten 
x und y eines mit der beweghchen Curve fest verbundenen Punktes P 
den Bedingungen für Unbeweglichkeit genügen 



(1) -j^_»_i, 






Andrerseits sind die Variationen, welche die genannten Ooordinaten in 
der festen Ebene erfahren, durch die Formeln (§ 12) 
.„. ^ _ ^ _i_ 1 4_ 1 Sjj _d^ _x 

^ > ds (iK I (? "^ ' ds äs g 

gegeben, vorausgesetzt, dass man den Sinn der Normalenrichtung bei 
der festen Cuito umkehri:, und da auf Grund der Definition ds = ds^ 
ist, so gehen die Formeln (2) mit Hilfe von (1) in 
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^ > ds m' ds St 

über, wo 

(") M-i + V. 

gesetzt worden ist. Dividiert man also die Formeln (3) darcli einander, 
so sieht man, daas die Neigung der Tangente von (P) gegen die Tan- 
gente von (M) durch die Formel tg ^ = — - gegeben ist; wenn 
also r und die Polarcoordinaten von P sind, so ist ^=Ö-|-^"j 
d. li. die Normale von (P) im Punkte P geht durch M. Ausser- 
dem ei'giebt sieh aus denselben Formeln (3), dass das Verhältnis des 
Bogenelemeuts von (P) zu demjenigen von (M) » = ^ ist, d. h. es wird 

(6) »■-/i'i- 

Auch hat man bekanntlich (§ 15), wenn die positiven Richtungen der 
Tangente und der Normale von (P) derart fixiert werden, dass sie 
durch eine gemeinsame Drehung mit den auf (M) bezüglichen zum 
Zusammenfallen gebracht werden können, 



Inzwischen ist wegen der TJnbeweglichkeit von P in der Ebene von {M(^ 
die Bedingung 

d» _ de _ _ 1_ I aiu 
ds dsa Qu >■ 

erfüllt. Folglich ist 

K ___ 1 sin e 

e"' ~ M r~ ' 

d. h. 



(6) 



_^. 



Drückt man die rechten Seiten von (5) und (6) als Functionen von 
S(, (oder von s) aus, so führt die Elimination dieser Variablen in jedem 
Falle zu der natürlichen Gleichung der Rollcurve. 



§ 58. 
Auch die Formel (6) l'ässt eine einfache geometrische Deutung zu. 
Wenn 0, C^, C die Krümmungscentra der Curven (.M), {^oj, (P) sind, 
und wenn sieh C auf TM in L projiciert und man mit Q den- 
jenigen Punkt von FCt^ bezeichnet, welcher auf der in M axif FM 
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§ 57. 



) 59. Anwendnag« 



errichteten Senkrechten liegt, so gehört der Punkt C 
der Geraden QC an. In der That giebt, wenn N 
der Schnittpunkt von QO und PM ist, die Transversale 
FQC^ in dem Dreieck CMN 

PN __ CG^ QN ^ i_+_Qo ^^ ^ P PN—r 
' Wcf^ ' QG ^ e„ ' ML ^ Sl' e sin e 

r PN— r 



PM ' 




PN — r 



ableitet 
= ^ , PN^- 



-Sty 



= p' = PC, 



d. h. N ist gerade C. Um also C zu construieren, 
Gerade PC^ mit der auf PM in M errichteten Senkre 
zum Schnitt zu bringen und den so erhaltenen Punkt 
zu verbinden: diese Verbindungsgerade schneidet PM 



s, die 
chten 
mit C 
in C. 



§ 59. Anvpeiidungen. 

a) Ein Kreis vom Radius * wickelt sich auf einem andern ab, der 
den. Eadius 11 hati welches ist die von oiaem Punkte P der Peri- 
pherie des ersten Kreises erzeugte Rolleurve? Tn den obigen For- 
meln hat man zu setzen 



g = E, (»n = t 



') = ^, »- = 2* sin 6 



Werden die Bogen der Rolleurve in umgekehrtem Sinne von dem Punkte 
aus gerechnet, in welchem die Normale auch Normale der Basis ist 
/ö = I) , so liefern die Formeln (5) und (6) 



■sÖ, / = „ 



und aus (4) erhält i 



Setzt I 



t also 



ü+i. 






so ist die Gleichung der Rolleurve 

(') $ + v-^- 

Umgekehrt hat man, wenn diese Gleichung gegeben ist und a und h die 
positiven Wurzeln von a^ und Ö^ sind, 
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Also kaan man jede Curve (7) in zwei Weisen als erzeugt vou einem 
Punkte eines Kreises betracMea, der sich auf dem Leitkreise abwickelt. 
Wenn, im besondem ein Kreis eich auf einer Geraden abwickelt, 
so beschreibt jeder seiner Punkte eine Cycloide. Ist «^ > ö^, so 
ist einer der Werte von * positiv wie Jt, der andere ist negativ, aber 
absolut genommea grösser als B, so dass 
der bewegliche Kreis immer ausserhalb der 
Basis liegt. Dagegen haben für a^ -< ö^ 
die beiden Werte von * dasselbe, dem- 
jenigen vOH S entgegengesetzte Zeichen 
und sind, absolut genommen, kleiner als M. 
In diesem Talle liegen die beweglichen 
Kreise innertalb des festen Kreises, uad 
in allen Fällen ist die algebraische Summe 
der beiden Werte von t gleich — Jt. 
2 Hypocycloide oder eine Epioycloide, je nachdem 




mach hat E 






iugende Kreis sich : 



irhalb oder ausserhalb des Leitkreises 



b) Zu c 
unter Benutzung der in i. 
Construction 



angt man auch mit Leichtigkeit 
■ 58 angegebeneu Construction. Aus dieser 
ergiebt sich sofort, dass das Krümmungs- 
centrum der Eollcurve (P) sich auf demjenigen 
Durchmesser des festen Kreises befindet, welcher 
durch den Punkt hindurchgeht, der auf dem beweg- 
lichen Kreise dem Punkte P diametral gegenüber- 
liegt. Dies vorausgeschickt "iei Q der genannte Punkt und 
N der zweite Schnittpunkt dei Normale FM mit der Direc- 
trix. E^ ist leicht, zu beweisen, dass CN parallel PQ ist. 
Projiciert man nun das harmonische Quadiupel PC^Q oo 
von aus auf die Normale, so eibklt man PMC'N. Also 
ist C harmonisch conjugicit au P mbezug auf JfiV. Daraus 
s das Krümmungscentium von (P) dei Polare von P in- 
if den Leitkreis angehört. Andrerseits ist bekannt (§ 40, c), 
) Eigenschaft die cyeloidalen Curven charakterisiert. Ist eine der- 
artige Curve durch die Gleichung (7) gegeben, so hat man sieh, um R 
und * zu berechnen, daran zu erinnern, dass die Ooordinat«n des Mittel- 
punktes des Leitkreises 

(8) ^-;^V>' y-7A^ 




folgt, 
bezug 
dstös c 



sind, und su beachten, dass die erste in den Spitzen (p = 0, 
den Wert ± B annehmen muss und die aweite den Wert K - 
Anfangspunkte (.? = 0, g = ib &). Man erhält dann sofort 



.±„) 



e) Jetzt wollen wir eine cycloidale Curve auf einer Geraden abwickeln 
und die Eollcurve suchen, die vom Mittelpunkte des Leitkreiaes 
erzeugt wird. Aus der Formel (4) erlÄlt man, da p unendlich ist, 
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c? = Pji, und aus (8), wena man diese Formeln auf die Curve (Mf^) an- 
wendet, 

2 = ''''"' + ">■>' = 6^ + (g^ - &') p;^ 

ferner wird die Formel (6) 
Entspreckend liefert die Formel (5) 

/_ f "•'''• 

Daraus ergiebt sich, weniL maa r aus den beiden letzten Formeln eliminiert, 



'Vvf 



\B. 



')(©■-) 



Also ist die gesuchte Rollcurve ein Kegelschnitt (§ 31), dessen Äxen pro- 
portional a und h sind, wahrend der Parameter gleich dem Radius des 
Leitbreisea ist. Im hesondem beschreibt, wenn eine Pseudocycloide 
(§ 8, e) sich auf einer Geraden abwickelt, ihr Pol eine gleich- 
seitige Hyperbel. Einen andern besonderen Fall erhält man durch die 
Bemerkung, dass die Gleichung (7) sich in die hekanitte Gleichung der 
Evolvente eines Kreises vom Radius R verwandelt, wenn man den Anfangs- 
punkt in eine Spitze verlegt, s und p mit h multipliciert und dann a und h 
ins Unendliche wachsen lässt derart, dass das Verhältnis von b^ zu a nach 
Jt convergiert. Unter diesen Bedingungen stellt die letzte natürliche Gleichung 
in der Grenze eine Parabel dar, und es beschreibt also, wenn die Evol- 
vente eines Kreises sich auf einer Geraden abwickelt, der Mittel- 
punkt des Kre ses p ne Pi ibel 

1) Be eme S nusap rale vom Inles i genügen bekanntlich (§ 37) die 
Co dualen le Pols de Bed ngung » =(«-]- l) p,,!/, mithin giebt, wenn 
man o nendl 1 g ns ann nunt so lass ^ = pg wird, die Formel (6) 

^ ~~ »'— 9oy «^ 

Also ist der Krümmungsradius der von dem Pol beschriebenen Kollourve 
proportional zu dem zwischen der Eollcurve und ihrer Basis enthaltenen 
Wormalen ab schnitt. Andrerseits wissen wir (§ 42), dass diese Eigenschaft 
die Bibaacour' sehen Curven charakterisiert, deren Indes n mit n durch die 
Belation 

zusammenhängt. Wir finden auf diese Weise das folgende Theorem von 
Bonnet: Wenn eine Sinusspirale vom Index n sich auf einer Ge- 
raden abwickelt, so beschreibt ihr Pol eine Ribaueour'sche Curve 
vom Index ■ . Setzt man z. B. suceessiv w = 0, — -^ , --, u. s. w-, 
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so sieht man folgendes: Wenn eine logarithmisehe Spirale sich auf einer 
Geraden abwickelt, so beschreibt ilr Pol eine Gerade; wenn eine Parabel 
sich auf einer Geraden abwickelt, so beschreibt ihr Brennpunkt eine Ketten- 
linie; wenn eine Cardioide sich auf einer Geraden abwickelt, so bewegt 
sieh ihre Spitze parallel zu einer Astroide; u. s. w. Das Theorem von 
Bonnet lässt sich auch aus der in § 58 angegebenen Construction ableiten, 
auf Grund deren die Gerade PCf, durch den Schnittpunkt der durch C' 
und durch M xar Basis und zu PM gezogenen Senkrechten hindurchgeht. 
In der That hat man, wenn N die R-ojection von (7(, auf PM ist, nach 
der Definition der Sinusspiralen 



PN PC, PM .,,. PM n «-+1 



-1 



vytmii iB — , ist, xmd die letzte Proportion definiert gerade die 
Eibaucour'schen Curven vom Iudex «'. 

e) Auf welcher Curve muss sieh eine Sinusspirale abwickeln, wenn ihr 
Pol eine Gerade beschreiben soll? In diesem Falle ist es p', welches un- 
endlich sein soll, folglich muss man haben 

,.2 = ^?/ = (w + 1) Po»/ , mithin Po = — -^ e . 



1 /* ^0 

t die der ui 



die Gleichung der Spirale, so ist die der unbekannten Basis 



Nun beaclile mau, dass dies die Gleichung einer Eibaucour'schen Cui-ve ist, 
deren Index n' mit n durch die Eelation. 

zusammenhängt. Die Oarve, auf welcher sich eine Sinusspirale vom 
Index n abwickeln muss, wenn ihr Pol eine Gerade beschreiben 
soll, ist also eine Kibaucour'sche Curve vom Index 2n — 1. Man 
muss jedoch darauf achtea, die beiden Curven so zu legen, dass sie nur, wenn n 
zwischen — 1 und enthalten ist, einander die convesen Seiten zukehren. 
Andernfalls hat man 

und der Pol beschreibt eine Eibaucour'scbe Curve vom Index ■■ ■ ■ 

f) Bei der Abwickelung eines Kegelschnitts auf einer Geraden erzeugen 
die Brennpunkte wichtige Curven, welche man als Delaunay'sche Curven 
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bezeichnet hat. Wir taben an einer andern Stelle {§ 32) geseken, dass die 
Ooordinaten eines Brennpunttes , r und ö, den Relationen 



(9) »-(2a — r) ^= a^gSinO, «po sin^ ö = (t^ 
genügen. Auf Grand der ersten liefert die Formel (6) 

Inzwischen erhält man aus der natürlichen Gleiclmng > 
, ^^ aidQf , 

and pi, lässt sich als Function von r ausdräcken, indem man 6 aus den 
Gleichungen (9) eliminiert. Mau findet (aöpo) == r (2a — r); ferner liefert 
die Formel (5) 

wenn man mit k die Escentricität bezeichnet. Die Elimination von r aus 

(10) und (11) führt zw der Gleichung 

(12) .' = f ;lli -^ , 

woraus man durch Ausführung der Integration die natürliclie Gleichung 
der Delaunay'sclien Curvea gewinnt: 

i-\-h'- — il cos- 
(13) /-. -, ;y^' 

Man erhält Curven von zwei dm-chans verschiedenen Typen, je nachdem die 
positive Zahl h Meiner oder grösser als 1 ist, d. h. je nachdem der er- 
zengende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. Die Curvon 
vom ersten Typus nennt man auch elliptische Kettenlinion, diejenigen 
vom zweiten hyperbolische Ketfcenlinien. Der Fall Z; = 1 (Parabel) 
ist bereits bei den vorletzten Anwendungen betrachtet worden. Übrigens 
liefert unsere Formel (lO), wenn a unendlich wird, Q ^ — *, eme 
Eigenschaft, welche die Kettenlinie charakterisiert. Also er^heint die im 
eigentlichen Sinne sogenannte Kettenlinie als Grenzcurve, welche die ellip- 
tischen von den hyperbolischen Kettenlinien scheidet. Die wichtigste Eigen- 
schaft, welche im folgenden benutzt werden wird, ist durch die Foimel llO) 
gegeben. Man bemerke, dass man, wenn in dieser Formel p und » um a 
vermehrt werden, r^' = a^ erhält, eine Eigenschaft, welche firühor (§ 18, m) 
untersuchte Ouryen charakterisiert. Zu demselben Resultate gelangt man 
auch durch die Bemerkung, dass die Parallelcurven an der Curve (12) durch 
die Gleichung 



~-h 



dargestellt werden (§ 19), welohe f ür c = a 



y Google 



Fünftes Kapitel, Die RoUwirvi 



? = !"/» + (!-*') '8'^ 



(14) 

wird. Ausserdem gelangt man für c = 2ä. wieder zu der Gleichung (12) 
zurück, d. h. jede Delauixay'scke Curve ist zu einer congruenten 
Ourve psirallel. 

g) Die Del aunay sehen Curven lassen sieh (wenn man nicht von ihrer 
Erzeugunga weise selbst Gehrauch machen will) sehr leicht discutieren unter 
Benutzung der Formeln (9), (10) und (13), aus denen eich ergiebt 



(15) 



, _ « j/l + *> - 



wobei in der zweiten Fonnel das Wnrzekeichen immer positiv gewählt sein 
soll. Die Tangente wird parallel zu der festen Geraden, wenn cot d ver- 
schwindet, d. h. fftr s' = 0, ± Jia, ± 271«, . . . Dies tritt also auf zwei 
Parallelen zu der genannten Geraden ein, zwischen denen die ganze Curve 
liegt, da die zweite Formel (15) offenbar zeigt, dass für cos — = dl 1 
il den kleinsten bezw. den grössten Wert 
annimmt: der grösste Wert ist (l -|- it) a, 
der Ideinste ist (l — Üja oder (ft — ■ I) a, 
je nachdem Ä < 1 oder ft > 1 ist. In der 
ersten Reihe von Punkten liefert die For- 




mel (13) fÖ.r p' den extremen Wert ffl — y 
der negativ oder positiv sein kann. 






ersieht 



. dass ' 



in der zweiten den andern extremen Wert 
a -|- -^ , der immer positiv ist. Man siciit, 
dass nur für h <i 1 die Krümmung ihr 
Zeichen wechselt, und zwar findet dies 
statt, wenn g' unendlich wird, d, h. nach 
(13) für cos — ^ft. Aus den Formeln (15) 
s ö alsdann den Wert Je erreicht, der ein Maximum ist, 



i y den Wert «]/ 



Also hat die Curve unendlich 
viele Inflesionspunkte im Abstände aYl — h^ von der festen Geraden, und 
diese bestimmt auf aUen Inflesionsnormalen Abschnitte von der Länge «, 
wie auch, ans der Formel (lO) hervorgeht, die r = a liefert für p' = oo. 
Es ist ferner klar, dass jede Infiexionsnormale eine solche auch für alle 
Parallelcurven ist, woraus im besondem folgt, dass die Schnittpunkte der 
genannten Normalen mit der festen Geraden die Inflesionspunkte der Curve 
(14) sind, die, wie wh- gesehen haben, parallel zu der betrachteten Curve 
und zu einer andern congruenten Curve ist. Dass die beiden letzteren 
Curven parallel und eongruent sind, kann man sich leicht klar machen, wenn 
man sich zwei gleiche Ellipsen denkt, die sich auf einer Geraden abwickeln, 



punkt der i 



auf 
1 Ellipse und der entgegengesetzte Brennpunkt der andern 
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bleiben auf Grund einer bekannten Eigenschaft der Ellipsen (§ 32) beständig 
in gerader Linie mit dem Berührungspunlcte und erzeugen auf diese Weise 
zwei Delaunay'sche Curven, die cougment und parallel sind. Ganz anders 
wird das Aussehen unserer Curven, wenn Ä > 1 ist. Alsdann ist p' immer 
positiv, während dagegen cot ö vmbegrenzt wachsen kann, d. h. die Curve 
hat nirgends eine Inflesion und die Tangente kann senkrecht au der festnu 
Geraden werden: dies tritt ein füj- cos — = -^j in welchem Falle man aus 
der zweiten Eormel (15) y = a "j/fc* — 1 erhalt Also tnfit die im Abstaade 
a yW—-l zu der festen Geraden gezogene Parallele die Curve in unendlich 
vielen Punkten senkrecht, und es ist klar, daab auf diese Parallele die un- 
eadlich vielen Spitzen der Ourve (14) fallen mu'iS n, welche der Sctar der 
Parallelourven der betrachteten Curve angehtit 



§ 60. Inflesionskreis. 
Die Formel (6) zeigt, daas p unendlich wird für alle Punkte, welche 
der Grleichung r ^ Sl amO genügen. Dieselbe definiert einen Kreis, 
den man Inflexionskreis nennt. Also ist der Inflesionskreis der 
Ort der Punkte, welche in einem gegebenen Augenblick In- 
flöxionspunkte auf ihren Bahncurven sind. Trägt man auf der 
Kormale von (M^ die Strecke MH^ M ab, so ist der InÜexionskreis 
über MS als Durchmesser beschrieben, mithin ist er auf Grund von 
(4) inbezug auf C^ ähnlich dem über MC als Durchmesser beschriebenen 
Kreise. Es ist klar, dass im Punkte IT in jedem Äugenblick die In- 
flexionstangenten zusammenlaufen. Man bemerke im besondern, 
dass jeder längs einer Geraden sich bewegende Punkt bestän- 
dig auf dem Inflexionskreise liegen muss und die von dem 
Punkte durchlaufene Gerade bestindig duich H hindurchgehen muss. 
Wenn umgekehrt bei der Abwickelung einer Curve auf einer beliebigen 
Basis ein mit der bewegln-hen Cuive lest veibundener Punkt nicht auf- 
hört sich in jedem Augenblick auf dem Inflesion skr eise zu befinden, 
so ist seine Bahncurve geiadlini^, da ja die Gleichung p' = txj eine 
Gerade definiert. Was die Spitzen dei unendlich vielen Bahncurven 
anbetrifft, so ersieht man aus dei Foimel (6), dass im allgemeinen p' 
nicht verschwinden kann^ ohne dass j veischwindet. Also fallen die 
Spitzen der Rollcurven auf die Bisis Ausnahmsweise können solche 
in der ganzen Ebene auftreten dies ist dei Fall, wenn cH uneudlich 
wird, d. h, für 4)0 = — p Dann ist gleichzeitig sc = 0, d. h. wenn die 
bewegliche Curve die fe<<te Gurve osculiert, so bleiben die mit 
der ersten fest verbundenen Punkte für einen Augenblick wie unbe- 
weglich und in ihnen haben die zugehörigen Bahncurven Eückkehr- 
punkte. Wenn dagegen M verschwindet, d. h. wenn in den Berührungs- 
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punkt eine Spitze der einen oder der andern Curve fällt, so hat man 
x = <x>, q' ^ r, d. h. der Berührungspunkt seheint gegenüber allen 
Punkten der Ebene unbeweglich und ist Krümmungscentnun von allen 
ihren Bahneurven. 



§ 61. Theoreme von Steiner und Habieh. 
Piir die llollcurven mit geradliniger Basis werden die Formeln (5) 

und (6) 



-n 



Andrerseits sind für die Fusspunktcurve von (M^) inbezug auf P die 
Werte Yon s und p durch die Formeln 



J e. 



:ben (§ 18, 1). Also ist 



In der ersten Gleichung liegt das Theorem von Steiner: Jeder 
Bogen einer BoUeurve mit geradliniger Basis ist gleich dem 
entsprechenden Bogen der Fusspunktcurve der bewegliehen 
Curve inbezug auf den erzeugenden Punkt. Die zweite Gleichung 
führt zu dem Theoiem von Habich. Wenn man dann das Zeichen 
von p' umkeliit, um den m § 57 gemachten Vereinbarungen 7u ent- 
sprechen, 30 eikennt man, dasa bei der Abwickelung dei mmi P nu-, 
gebildeten Fusspunktcurve Ton {51^ auf (P) dei Duruhmessei des 
Inflexionskreises gerade t ist Inzwischen sind die footdinaten von P 
inbezug auf die Fusspunktcurve r" = y , 6" = Ö imd genügen der 
Gleichung r" =^ r sin $", d. h. der Punkt P gehört bestandig dem 
Inflesionakreise an. Wenn also bei der Abwickelung einer Cur^e 
auf einer Geraden ein in der Ebene der Curve fester Punkt P 
die Rollcurve (P) beschreibt, so lässt die Fusspunktcurve der 
ersten Curve inbezug auf P, wenn sie sich auf (P) abwickelt, 
den Punkt P eine Gerade beschreiben. 



§ 62. Beispiele. 

a) Ist die Curve (JKq) eine SumsspLrale vom Index «', so ist, wie wir 
wissen (§ 59, d), die Bollourve (P), welche von dem Pol beschrieben wird, 
eine Kibaueour'sch.e Curve vom Index . , . Andrerseits ist bekannt (§ 45, a), 
dass die Fusspunktcurve von {Mq) iobezug auf P eine andre Spirale vom 
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Index — -ir7 ist. Wir gelangen also auf einem neuen Wege (vgl, § 59, e) 
zu dem Satze, dass der Pol einer Sinusspirale vom Indes --.'^j— .- == ", 
die sich auf einer Eibauconr'scheu Curve vom Index . ^ 2m — 1 ab- 
wickelt, eine Gerade beschreibt. 

b) lät (Jlfo) ein Kegelschnitt, so ist die von einem Brennpankte er- 
zeugte Rollearve (P) eine DelauBay'sche Curve und man weiss (§ 32), dass 
die Fusspimktcurve des Kegelschnitts inbeaug luf P der ubei der I'ocalaxe 
als Durchmesser beschriebene Kreis ist. Man bemeike diss umgekehrt jeder 
Kreis, wie man auch den Punkt P in seiner Ebene fixieren mag die Fuss- 
punkteurve eines ganz bestimmten Kegelschnitts ist der seinen Biennpunkt 
in P hat. Also ist die Curve, auf welcher man einen Kreis ab- 
wickeln muss, wenn ein gegebener Punkt in seiner Ebene eine 
Gerade beschreiben soll, eine Delaunay'sche Curve. 

§ 63. 
Wenn der Punkt P in der Ebene von (M^ nicht fest ist, so mnss 
man vor allem die Bahncurve kennen, die er in der genannten Ebene 
besehreibt und die Lage, welche er in jedem Augenblick auf derselben 
einnimmt. Zu dem Ende genügt es, den Kriimmnngsradius p" der 
Bahncurve und das Verhältnis y.^ ihres Bogenelemente zu demjenigen von 
(Jl/g) zu geben, so dass diese Grössen als bekannte Functionen von Sg 
zu betrachten sind. Wir wollen tms auf die Untersuchung des ein- 
fachsten Falles beschränken, wo die Bahncurve beständig orthogonal 
zu den Radien TM ist. Aus dieser Bedingung muss sich eine Be- 
ziehimg zwischen 3Cq und p" ergeben Um die Rechnungen etwas ab- 
zukürzen, wollen wii die Lagen 31' und P' betrachten, welche M und 
P m dei festen Ebene nach emei unendlich kleinen ßoUbewegung von 
(J/fl) auf (ilPl annehmen, &o das^ MM'=äs, FP'^xds ist. Die Ge- 
raden PM und P 31 tieflen einander in dem Krümmungscentrum C 
der Bahncurve von P m der festen Ebene und man hat offenbar 



PP^ ^ MM- 
PC' ^ "MC' 



sin 0, d. h. 



Die Schlussweise gilt auch für den Fall, dass man die Veirilckung von 

P in der bewegliehen Ebene betrachtet, mithin ist 

/, e\ __ P ^-""^ ^ t* ^'J' ^ 

\ ) '^ — g- _- ,. ; "o p" — r 

Dies vorausgeschickt hat man, da die Variationen der Coordinaten von 
P in der beweglichen Ebene die Producte des Bogenelements x^ds^ mit 
sin 6 und — cos sind, 

Sx y Sy __ X 
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Trägt man feriier diese Werte in die auf die bewegliche Carve bezfig- 
lichen, Fundamentalformeln ein, so gewinnt man daraus 

Mitbin werden die auf die feste Curve beKüglicben Formeln 

Also geht auch im vorliegenden Falle die Normale der Bollcurve durch 
den augenblicklichen Bertlhrungspunkt, d. h. die beiden Bahncurven 
von P berühren einander. Man ersieht überdies aus den letzten 
Formeln, dass das Verhältnis des Bogenelements der RoUcurve zu dem 
der Basis 

(") «-». + i 

ist. Ist die Function x,, gegeben, so lehrt die Formel (17) den Bogen 
der ßollenrve kennen, und die erste der Formeln (16) gestattet alsdann 
ihre Krümmung zu berechnen. 



g 64. Formel von Savary. 
Setzt man in (17) filr v. und k^ die Werte (16), so erhält man 

Dies ist die wichtige Formel von Savary, welche sich für p" = 
auf (6) reduciert und bei der Bestimmung von p' immer an Stelle der 
ersten Formel (16) gesetzt werden darf. Wenn nämlich v.^ gegeben 
ist, so ist auch die Function q" mit Hilfe der zweiten Formel (16) 
bekannt. Geometrisch interpretiert, gestattet die Formel von Savary 
das Krümmungscentrum C der Uollcurve zu eonsfcruieren, wenn man 
das Krümmungseentrum C" der Bahncurve des erzeugenden Punktes in 
der beweglichen Ebene als bekannt voraussetzt. Sie sagt uns in dei' 
That, dass die Senkrechten auf PM und auf der Tangente von 
(M) im Punkte M, welche bezüglich durch M und durch C 
hindurchgehen, einander auf fi"C"' treffen. Man kann den Punkt IL 
ausschalten durch die Bemerkung, dass sich die Geraden CG' und 
CflC" auf dem Lote treffen, welches in M auf PJ»/ errichtet 
ist. Man findet auf diese Weise, wenn C" mit P zusammenfällt, die 
in § 58 angegebene Construction wieder. 
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§ 65. Enveloppen. 
Wenn sieh (M^) auf (M) abwickelt, so umbiillt (§ 16) jede in der 
Ebene Ton (M^) feste Curve eine gewisse Curve (P). Jeder Punkt P 
lässt sich als gemeinsamer Punkt Ton zwei unendlich benachbarten 
Lagen der betrachteten Curve ansehen, d. h. als fest in der Ebene der 
Curve (-Mo), während diese unendlich wenig auf (M) fortrollt. Also 
geht (§ 57) die Normale der Enveloppe, der Bahncurve von P in der 
festen Ebene, durch M, d. h. die betrachtete Curve berührt ihre 
Enveloppe im Fusspunkte der Senkrechten, welche sich auf 
sie von M aus fallen lassen. Es gelangt auf diese Weise die 
Voraussekung des § 63 zur Realisierung, d. h. der Punkt P be- 
wegt sich auch in der Ebene von (Mq) senkrecht zu PM. Hat man 
also die Coordinateu r und von P, der senkrechten Projecfcion des 
Anfangspunktes M auf die betrachtete Curve, gefunden, so wird es 
genügen, sie in die Formeln (16) und (17) einzusetzen, um in jedem 
Falle zu der natürlichen Gleichung der Enveloppe zu gelangen. 
Man wende endlich die Formel von Savary auf denjenigen mit (M„) 
fest verbundenen Punkt C" an, der in einem gegebenen Augenblick 
mit dem Krümmungscentrum der beweglichen Curve in dem Punkte, 
wo diese ihre Enveloppe berührt, zusammenfällt. Ist p'" der Krümmungs- 
radius der Bahncurve von C", so hat man in (18) q'" und an Stelle 
von p' und q" zu setzen und r — p" anstatt r. Dies kommt auf eine 
Ersetzung von p' durch q" -h &"' hinaus. Also ist q' ^= (i" -{- ^"', 
d. h. das Krümmungscentrum der Bahncurve des betrachteten Punktes 
fällt mit dem Krümmungscentrum der Enveloppe der beweg- 
lichen Curve zusammen. 



§ 6(^- 
Um auf die Gerade die vorhergehenden Formeln anzuwenden, hat 
man anzunehmen f " = oo. Unter dieser Voraussetzung liefert die 
zweite Formel (16) Xg = sin ß; ferner lehrt die Formel (17) den Wert 
von X kennen, und aus (18) gewinnt man p'. Man erhält auf diese 
Weise 
(Iß) s' = f (sin 6 -\- £j ds , 9' = r + i? sin ö, 

wo r und Ö die Coordinaten der Projection P von M auf die be- 
trachtete Gerade sind. Da diese in der Ebene von (M^ gegeben ist, 
so lassen sich r und $ als Functionen von Sq oder von s ausdrücken; 
alsdann ergiebt sich durch Ehmination von s ans den Gleichungen (19) 
die natürliche Gleichung der RoUcurve (P). 
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§ 67. Anwendung. 

Wena eine Ribaucoar'sehe Cui-ve vom Indet n silIi auf eiaei Geraden 
abwickelt, so berührt ihre Directrix, welche auf det Normale i,oii M au-s 
gerechnet einen Abschnitt — (n -\- l) pg hestimmt, dip zugphouge Enveloppe 
im Passpuakte P des Lotes, das you M aus auf 5ip gefallt ist, mithni 
hat man r = —(n -\- l) ^g sin ß. Trägt maa diesen Wert m die zweit? 
Formel (19) ein, in welcher i? = ^q ist, so findet man 

und gelangt so zu dem folgenden Theorem von Dubois; Wenn eine 
Bib au eonr' seile Curve vom Index n sieh auf einer Geraden ab- 
wickelt, so umhüllt ihre Directrix eine ßibaueour'sche Curve vom 



^ + 3' 



Setzt man z. B. w= 1, 0, — 2, u. s. w., so findet man 



Wenn ein Kreis sich auf einer Geraden abwickelt, so umhüllt 
jeder seiner Durchmesser eine Cycloide; 'die Directrix einer Cycloide, die 
sich auf einer Geraden abwickelt, bleibt pai-aUel zu den Tangenten einer 
Astroide; die Directrix einer Parabel, die sich auf einer Geraden abwickelt, 
bei-ühi-i fortwährend eine Kettenliiiie ; u. s. w. 



§ 68. Eüekkehrkreis. 
Die zweite Formel (19) zeigt, dassmanp'=^0 hat, wenn r^ — MsinO 
ist, d. h. wenn P einem Kreise angehört, der symmetrisch zu dem In- 
flexionskreise (| 60) igt inbezug auf die Tangente von (M) im Punkte M. 
Diesen Kreis nennt man Rückkehrkreis, da er der Ort der Spitzen 
ist, die in einem gegebenen Augenblick auf den Eollcuryen auftreten, 
welche die Geraden der Ebene von (M^) (als Tangenten) erzeugen. 
Man bemerke, dass im Punkte H', der zu S inbezug auf M sym- 
metrisch ist, alle Cuspidaltangenten zusammenlaufen. Daraus 
folgt, dass eine in der Ebene von (M^) feste Gerade, die beständig 
durch IT hindurchgeht, einen in der Ebene von (M) festen Punkt 
enthält, der aUon Eückkehrkr eisen gemeinsam ist. In der Thafc ist 
der zweite Schnittpunkt P der Geraden mit dem ßückkehrkreise gleich- 
zeitig der Punkt, in dem die Gerade ihre Enveloppe berührt, und da 
man in P beständig p' ^ hat, so bedeutet dies, dass die Enveloppe 
sich auf den einen Punkt P redueiert. Es ist ferner nützlich, zu be- 
merken, dass bei der umgekehrten Abwickelung von [M) auf (il^o) die 
Rückkehrkreise und Inflesionskreise sieh miteinander vertauschen. Wenn 
nun bei der Abwickelung von (M^) auf (M) ein Punkt P, der 
in der Ebene von {M^ fest ist, eine Gerade besehreibt, so 
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muss diese ditrch den Punkt H hindureiigelien (§ 60), der bei der umge- 
kekrten Abwickelung an die Stelle Ton H' tritt, nnd es ist demnach 
klar, dass bei der Abwickelung von (M) auf (Mf,) die betracbtete 
Gerade sich um P drehen wird. 



§ 69. Beispiele. 

a) Wir haben gesehen (§ 59, e), dass der Pol einer Sinusspirale vom 
Index«', welche sich auf einer Eihaueour' sehen Cnrve vom Indeü « = 2w' — -1 
abwickelt, längs der Directrix der Basis fortschreitet. Daraus folgt sofort, 
dass die Directrix einer Kibaucour'schen Cnrve vom Index n, die 
sich auf einer Sinusspirale vom Index |(m + 1) abwickelt, sich 
um den Pol der Spirale dreht. Wenn sich z. B. eine Gerade auf einer 
Kettenlinie abwickelt, so bewegt sich ein Punkt ihrer Ebene in gerader 
Linie, «nd bei der umgekehrten Abwickelung geht die Directrix der Ketten- 
linie durch einen festen Punkt; wenn eine Cardioide sich auf einer passend 
gewählten Cycloide abwickelt, so durchläuft ihre Spitze die Directrix der 
Cycloide, und bei der umgekehrten Abwickelung geht diese Gerade fort- 
währeEd durch die Spitze der Cardioide; die Curve, auf welcher sich die 
zweite Pusäpunktcurve eines Kreises inbezug auf einen Punkt seiner Ebene 
abwickeln muss, damit dieser Punkt eine Gerade beschreibe, ist Parallelcurve 
einer Astroide, und bei der umgekehi-ten Abwickeluag wird sich die Ge- 
rade um den Punkt drehen. 

b) Allgemeiner können wir unter Benutzung des Theorems von Habich 
(§ 61) folgendes behaupten: Eine Curve, die bei der Abwickelung 
einer andern auf einer Geraden von einem Punkte P erzeugt wird, 
muss sich auf der Pusapunktcurve der zweiten Curve inbezug 
auf P abwickeln, wenn die genannte Gerade einen Punkt umhttllen 
soll. So z. B. findet man unter der Aunakme, dass die zweite Curve ein 
Kegelschnitt ist, den Satz (vgl. § 62, b); Wenn sieh eine Delauna 



ickelt, so dr. 



i Punkt. 



§ 70. 
Wir wollen zum Schluss darauf aufmerksam machen, welchen 
Nutzen für uns in diesen Vorlesungen die Theorie der EoIIcurven imt, 
insofern sie uns Erzeugungaweisen für einige Cuiwen liefert, welche bis 
dahin nur durch ihre natürliche Gleichung bekannt waren. Z, B. können 
wir uns jetzt in exacterer Weise von der Gestalt der Itibaucour 'sehen 
Curven Rechenschaft geben, welche durch die Indiees 3 iind — 5 definiert 
sind und oben (§ 41) wegen der Ähnlichlseit ihrer natürlichen Gleichungen 
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mit denen der Lemniscate und der gleichseitigen Hyperbel erwähnt 
wurden. Jetzt können wir sagen, dass die erste Curve der Ort des 
Mittelpunktes einer gleichseitigen Hyperbel ist, welche sich auf einer 
Geraden abwickelt, oder die EcTeloppe der Directrix einer Kettenlinie, 
welche sich (von aussen) auf einer gleichen Kettenünie abwickelt; sie 
ist ferner auch die Curve, auf welcher sich eine Lemnsicate abwickeln 
muBS, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade durchlaufen sol). Ebenso 
stellt die zweite Gleichung die Curve dar, auf welcher sich eine gleich- 
seitige Hyperbel abwickeln muas, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade 
beschreiben soll. Wenn umgekehrt die beiden Curven sich bezüglich 
auf einer Lcmniseat^l und einer gleichseitigen Hyperbel abwickeln, so 
drehen sich ihre Directricen um feste Punkte. 
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Sechstes Kapitel. 
Die Schwerpunkte. 

§ 71. 
Den Punkten M/ {i = 1, 2, 3 . . .), die in einer Ebene durch die 
Coordinaten Xi, i/i inbezug auf irgend ein Axenpaar definiert sind, oi'dne 
man Coefficienten fn zu, die als Massen bezeichnet werden sollen, nnd 
man betrachte den Punkt G, welcher durch die Coordinaten 

definiert ist. Es ist klar, dass jede auf die Coordinaten der Punkte 
Mi ausgeführte lineare Transformation sich für die Coordinaten x, y 
identisch wiederholt, und dies genügt, um die Einzigkeit des Punktes 

(1) in Evidenz zu setzen, d. h. um zu beweisen, dass dieser immer der- 
selbe ist, wie man auch die Axen wählen mag. Der Punkt G iieisst 
der Schwerpunkt des gegebenen Systems von Pimkten oder von 
MasBen. Im besondem bemerke man, dass der Schwerpunkt eines 
Systems von zwei Massen /i^ und /tg, die in den Punkten M^ und M^ 
angebracht sind, derjenige Punkt ist, welcher M^M^ im umgekehrten 
Verhältnis von jt^ zu ftg teilt. Der Schwerpunkt eines aus mehreren 
Punktsystemen zusammengesetzten Systems ist gleichzeitig der Schwer- 
punkt des Systems der Schwerpunkte, falls man sieh in jedem derselben 
eine Masse angebracht denkt, die gleich der Summe der Massen des 
entsprechenden Systems ist. Diese und andre Eigenschaften lassen sich 
leicht aus den Formeln (1) ableiten. Wir wollen eingehender den Fall 
einer conti nuierlichen Massen Verteilung längs einer Curve betrachten und 
mit ^ds die unendlich kleine Masse bezeichnen, die auf dem Bogen- 
element ds liegt: es wird genügen, die Function ^ von s, welche man 
die Dichtigkeit nennt, zu kennen, damit das Gesetz der Massenverteilung 
bekannt und der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens vollkommen be- 
stimmt sei. Die Coordinaten dieses Schwerpunkts sind durch die Formeln 

(2) xj^ids =^Jfi,uds, ^J(iäs =Jfi.vds 
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gegeben , wenn man annimmt, daas sieh die Integrationen von einem 
Ende des betrachteten Bogens zum andern erstrecken, und mit u und v 
die Co&rdinaten der Curvenpnnkte bezeichnet. Die einfachste Annahme 
ist die, dasa die Dichtigkeit eonatant ist; man erhält aladann den 
Schwerpunkt im eigentlichen Sinne, der im folgenden immer gemeint 
sein soll, wenn nicht ausdrücklich eine andere Annahme gemacht wird. 
Nimmt man dagegen die Dichtigkeit gleich (oder proportional) der 
Krümmung der Curve, so erhält man den sogenannten Steiner'schen 
Krümmungaschwerpunkt. 

§ 72. 

Zur Bestimmung der zweifach unendlich vielen Schwerpunkte aller 
Bogen einer Curve genügt die Kenntnis der Schwerpunkte derjenigen 
Bogen, welche einen gegebenen Endpunkt haben (in den man immer 
den Anfangspunkt der Bogen verlegen kann); denn der Schwerpunkt 
eines beliebigen Bogens M^M^, der durch die Werte Sj und Sg von s 
in seinen Endpunkten definiert ist, teilt die gerade Strecke, weiche den 
Schwerpunkt von OJf-, mit demjenigen von OM^ verbindet, im Ver- 
hältnis — ^ . Ea sei also G der Schwerpunkt eines Bogens OM, und 
Xj y seien seine Coordinaten inbezug auf die Tangente und die Normale 
ia dem beweglichen Endpunkte M. Im vorliegenden Falle reducieren 
sich die Formeln (2) auf die Form 

sx ^Juds, sy =fvds, 

wo jedes Paar von Werten u, v den TJnbeweglichkeitsbedingungeu (§ 12) 
genügt mit Ausnahme des einen (m = 0, « = 0), welches sich auf die 
obere Gfrenze der Integrale bezieht. Daraus folgt zunächst, wenn man 
den Wert von p im Punkte M einfach mit p bezeichnet, 

-r- i uds = - / vds — 1 ds, -r / ^<is = ■ / tids , 

dsj qJ J d,J ej 

d. h. " 

., dsx _By äsy _ sx 

Die Coordinaten von G sind durch diese Gleichungen und durch die Be- 
dingung bestimmt, gleichzeitig mit s zu verschwinden, da offenbar, wenn 
der Bogen sich auf den Punkt redueiert, der Schwerpunkt ist. 
Dieselben Gleichungen (3) lassen ferner mit grösserer Genauigkeit er- 
kennen, in welcher Weise G nach convergiert. Wenn nämlich p in 
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dem (willkürlich gewäUten) Anfaugspunkto der Bogen von Null ver- 
schieden ist, so liat man auf Glrimd des Satzes von 1' Hospital 

lim ~ = lim -? ^ „ lim P — 1) = — 17 , 

lim ^ = lim ^ = — -,- lim -- = ;r- , 

■und man sieht, dass in der Umgebung von die Gleichung x^ + y^= y pj/ 
annähernd erfüllt ist, d. h. der Schwerpunkt nähert sich der Lage 
auf einem Kreise, welchen man erhält, indem man den oaeu- 
lierenden Kreis von aus auf drei Viertel verkleinert 

§ Vd. 
Sehr nützlich ist die Kenntnis der Schwerpunktlinie, d. h. der- 
jenigen Curve, welche der Punkt G beschreibt, wenn M sich längs der 
gegebenen Curve bewegt. Offenbar besitzt eine Curve unendlich viele 
Schwerpunktiinien, deren jede in irgend einem Punkte jener Curve 
ihren Anfang nimmt; und es ist nach den letzthin gemachten Bemer- 
kungen klar, nicht nur, dass jede Sehwerpunktlinie die Curve in dem 
entsprechenden Anfangspunkte berührt, sondern ausserdem noch, dass 
ihre Krümmung in dem Berührungspunkte gleich vier Dritteln von der- 
jenigen der gegebenen Curve ist. Also gehört jede Curve der En- 
veloppe ihrer Schwerpunktiinien an, wie man in noch klarerer Weise 
durch die Bemerkung erkennt, dass sich zwei beliebige Schwerpunkt- 
iinien in dem Schwerpunkte des von ihren Anfangspunkten auf der ge- 
gebenen Curve bestimmten Bogens treffen, und dass dieser Schwerpunkt 
sich der Lage auf der Curve nähert, wenn die beiden Anfangspunkte inein- 
ander übergehen. Wenn die Curve geschlossen ist, so haben zwei Schwer- 
punktiinien unendlich viele gemeinsame Punkte, nämlich die Schwer- 
punkte der unendlich vielen Bogen, die durch die Anfangspunkte auf 
der Cui-ve bestimmt werden. Da nun die Differenz oder die Summe 
von zwei derartigen Bogen immer ein Vielfaches der Länge der ganzen 
Curve ist, so kann man hinzufügen, dass sich die beiden Schwerpunkt- 
iinien auf emer Geiaden schneiden, die durch den Punkt Q hindurchgeht, 
welcher der Schwerpunkt der ganzen geschlossenen Curve und gemein- 
samer Punkt alh 1 Schwerpunktiinien ist. 

§ 74. 

Gehen wir nunmehr daran, allgemeiner die Curve zu betrachten, 
welche von einem beliebigen Punkte F, dessen Coordinaten den Formeln (3) 
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genügen, beschrieben wird. Die Fundamentalformeln liefern infolge 
von (3) sofort 

Ss: X 3i/ y 

mithin geht die Tangente von (jT) im Punkte F durch M, d. h. der 
Punkt r verfolgt beständig den Punkt M, und das Verhältnis 
der Bogenelemente der beiden Curven ist x^—. Die Coordinaten r 
und von F genügen nur der einen Unbeweglichkeitsbedingung 



was sich sofort aus der Bemerkung ergiebtj dass die Gerade MF in F 
ihre Enveloppe berührt, und was man übrigens leicht aus den Formeln 
(3) ableiten kann. Also hat man (§ 15) zur Berechnung der Krüm- 
mung von (F) 



mithin ergiebt sich die natürliche Gleichung von (F) durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 



"=ß 



Die zweite Formel liefert ein Mittel, das Krümmungscentmm von F zu 
construieren. Man trage auf der Tangente von (M) in negativem Sinne 
die Strecke MD = s ab, und JI sei die Projeetion von D auf die Nor- 
male von (F). Dann gebort das Krümmungscentrum von {F) 
dem in M auf MH errichteten Lote an. Diese Eigenschaften 
kommen im besondern jeder Sebwerpunktlinie (G) zu, die unter allen 
Curven (F) durch den Umstand charakterisiert ist, dass sie durch 
hindurchgeht, wo sie (M) berührt und die Krümmung 

~r = lim — - '" ■ ■ = lim (— | lim ^ ^= s- 

hat. An. der Hand der ersten Eigenschaft ist es leicht, sich Reehen- 
schaft von der allgemeinen Gestalt der Schwerpunktlinien einer be- 
liebigen geschlossenen Curve zu geben. Den Punkt Q, den Schwerpunkt 
der ganzen Curve, passiert die Sebwerpunktlinie, welche in ihren 
Anfang nimmt, unendlich oft, und zwar unter Berührung von OQ. 
Ihre Krümmung erfährt bei jedem neuen Durchgang einen constanten 
Zuwachs und überschreitet schliesslich jede Grenze. Die Sebwerpunkt- 
linie zieht sich also bei Q immer mehr und unbegrenzt zusammen. 
Dies ist ein asymptotischer Punkt, von dem nichtsdestoweniger eine 
Gerade OQ aasgeht, welche die Curve nicht unendlich oft trifft. Die 
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Tangewton dor Schwerpimktlinie in den unendlich vielen Schnittpunkten 
mit jeder andern von Q ausgehenden Geraden gehen durch einen Punkt. 
Wenn sieb ferner die Gerade um Q dreht, so beschreibt der Punkt die 
äsene Curve, zu welcher die gegebene Sehwerpunktlinie gehört. 



8 ^!>. 

Zur Bestimmung der Schwerpunkte ist die Curve ((?) keineswegs 
unerlässlich. Es genügt eine beliebige Curve (F) zu kennen. In der 
That, es seien ^ und )j die Coordinaten yoq r und man setze 

3! = | + Eco9Ö, (/ = )j + iJainÖ. 

Bei Anwendung der Formeln (3) auf die Punkte F und G erkillt man 

~{sM cos Ö) = — sin Ö, ^ (sB sin 6) = — — cos Ö; 

mithin ist 

dsS „ de ^^ __i 

ds ' ds Q 

Aus der ersten Gleichung ersieht man, dass sM constant sein muss, 
die zweite sagt uns, dass die Richtung FG unveränderlich ist. 
Kennt man also eine Curve (F), so ist ein einziger Schwerpunkt G„ 
hinreichend, um die ganze Schwerpunktlinie (<?) zu bestimmen. In der 
That! Wenn r„ der Punkt auf der Curve (F) ist, welcher G^ ent- 
spricht, so genügt es, durch jeden Punkt F parallel zu F^G^ eine Strecke 
zu ziehen, deren Länge zu derjenigen von Ff^G^ im umgekehrten Ver- 
hältnis von s zu S(, steht. Der Endpunkt einer solchen Strecke ist 
gerade G. Im besondern kann man statt G^, den Anfangspunkt selbst 
wählen. Dann liegt jedoch F^ im Unendlichen, d. h. (F) hat eine 
Asymptote, deren Richtung gerade diejenige aller Strecken FG ist; von 
der Grösse dieser Strecken weiss man aber nur, dass sie von einem 
Punkte zum andern im umgekehrten Verhältnis von s variiert, und um 
sie zu bestimmen, wird man sich daran erinnern müssen, dass zwar bei 
der unendlichen Annäherung von M an die Entfernungen der Punkte 
M und G von F unbegrenzt zunehmen, MG dagegen nach Null con- 
vergieren muss. 

g 76. Anwendungen. 

a) Im Falle eines Kreises (p = ffl, s = a^) lassen die Gleichungen (3), 
wenn man sie auf die Form 






= (;/ — a) y , 
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bringt, sofort die Lösung y = t( , xtp = — a erkennen. Obgleich man 

durch eine leichte Integration zu dem Ergebnis gelangt, dass die Goordi- 
niiten von Cf 



^(l-»s^), j,_»(l-!^) 




sind, so genügt für uns nach den La § 75 gemachten Bemerkungen die 

Kenntnis des Punktes F, der durch die Coordinaten x ^^ , « = a 

definiert ist, um auch. G bestimmen zu können. Man wickele den Bogen OM 
auf der Tangente im Punkte M ab, und es sei D der Punkt, nach welchem 
gelangt. Der Punkt F fällt mit dem Schnittpunkte der heideu durch M 
und durch Q zu den Strahlen QB und QM gezogenen 
Senkrechten zusanonen. Wenn rp nach Null abnimmt, so 
wächst der absolute Betrag von x ins Unendliche, mithin 
wird MF in der Grenze zur Tangente des Kreises. Also 
gehört der Schwerpunkt des Bogens OM dem von 
F auf OQ gefällten Lote an. Dies genügt zur Con- 
struetion des Punktes (?, der aus Sjmmetriegründen gleich- 
Pig. S6. zeitig auf der Halbieiungslinie de? Winkels OQM liegen 

muss. Übrigens ist es leicht, die Lange von FG- zu 
bestimmen, wenn man beachtet, dass die^ielhe im umgekehrten Verhältnis 
von <fi variieren muss, und dass sie sich andrerseits in der Umgebung von 
annähernd verhält wie diejenige von Tir, welche sich ihrerseits daselbst 
wie — verl^lt. Also ist FG= — =FQ, d h dei Schwerpunkt gehört 
auch dem Kreise an, der um Tals Mittelpunkt derart beschrieben 
ist, dass er den Eadiua QM berührt Man bemerke, dass auf diesem 
Kreise der Bogen QG die constante Länge a hat. Daraus folgt: Wenn ein 
unendlich dünner und in der Umgebung von Q festgehaltener unausdehn- 
barer Stab QM in Kreisform gebogen wird, so beschreibt sein bewegliches 
Ende diejenige Schwerpunktlinie des Kreises vom Mittelpunkte Q, welche in 
M ihren Anfang nimmt. Betrachtet man endlich die ähnlichen Dreiecke 
MOS, QGM mit senkrecht attfeinander stehenden homologen Seiten, so 
sieht man, dass auch die Seite OD senkrecht auf GM steht, und mau wird 
auf diese Weise zu einer sehr viel einfacheren Construction des Schwer- 
punktes geführt: G gehört dem von M auf OB gefällten Lote an. 
b) Untersuchen wir, ob man den Gleichungen (3) dadurch genügen 
kann, dass man x und y proportional zu s annimmt. Unter dieser Voraus- 
setzung werden diese Ooordinaten sicher den Schwerpunkt definieren, da sie 
gleichzeitig mit s verschwinden. Setzt man x = os, »/ = ßs, so liefern 
die Formeln (3) 

* = -1- ^ _ ^ 

S 3k + 1 3^ ' 

mithin ist die Curve eine logarithmische Spirale. Ist umgekehrt eine 
derartige Curve durch die Gleichimg q '^ ]cs gegeben, so können wir immer 
a und ß als Punetionen von h aus den vorstehenden Gleichungen berechnen 
und sind dann sicher, dass die Gleichungen (3) durch k = as, y ^ ßs be- 
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friedigt werden. Aber diese Art der Bostiramuug ist keineswegs notwendig, 
da es genagt, den genannten Gleictningen die Form 



Z11 geben, um zu erkennen, dass der Schwerpunkt des Bogens OM den 
Geraden 

£a; + 20?/ = O, 2?^ — s ((/ — ?) =0 

angebört. InKwisclieii ist bekannt (§ 11, c), dass das auf OM in 0, dem 
Pol der Spirale, enicMete Lot im Krümmungscentrum C die Komiale und 
in D im Abätande s von M die Tangente trifft. Nun zeigt die geometrisobe 
Interpretation der letzten Gleiciiungen, dass (? die Projection von M 
auf die Gerade ist, welobe mit dem Mittelpunkte von MD ver- 
bindet. Man bemerke hier nocb, dass G-, ebenso wie 0, dem über MO 
als Durcbmesser bescbriebenen Kreise angebört. 

e) Für x = werden die Formeln (3) y = p, -4^ = 0; mithin ist 
sp == a^ Folglich ist im Falle einer Klotboide das Krümmungscentrum 
ein Paukt F, d. b. die dera Inflesionspunkte entsprechende Schwerpnnktlinie 
lässt sieh aas der Evolute der Curve ableiten mit Hilfe der Bemerkungen 
in § 75. Da nun MF schliesslich die Normale im Inflesionspunkte wird, 
wenn M nach binrückt, so gehört der Schwerpunkt des Bogens 
OM dem vom Krümmungscentrum in M auf die Inflexioustan- 
gente gefällten Lote an. Überdies variiert FG im umgekehrten Ver- 
hältnis von s, d. h. proportional zu p, und da M& sieh in der Umgebung 
von annähernd wie FM — F& verhält, so hat man notwendig FG = p, 
sonst würde MG jede Grenze überschreiten anstatt nach Null zu con- 
vergieren. Also gehört der Schwerpunkt des Bogens OM auch dem 
osoulierenden Kreise im Endpunkte M an. Dies vorausgeschickt teilt, 
wie wir wissen (§ 72), der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens M^M^ die 
gerade Strecke, welche den Schwerpunkt von OMj^ mit demjenigen von OM^ 

verbindet, im Verhältnis — ^ = -, und da diese Scbwerpimkte die 

Enden von zwei parallelen Radien der die Curve in 3fj und M^ osculierenden 
Kreise sind, so sieht man diss jeder Klothoidenbogen als Schwer- 
punkt einen Äbnlii.hkeit'ipuiikt dei osettl erenden Kreise in seinen 
Endpunkten hat. Eü ist femei leii-bt, ^u zeigen, dass die Klotboide 
die einzige Curve ist bei welchei der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens 
und die Krümmungseentia m den Endpunkten ilieies Bogena m gerader 
Linie liegen. 

d) Wir wolleD iUp Cunen suchen bei welchen der Schwerpunkt 
eines Bogens OM dem osculierenden Kreise in M angehört, nach- 
dem man diesen von M aus in einem Constanten Verhältnis ver- 
kleinert oder vergrösser t hat. Es sollen sich mit andern Worten 
Functionen x und tf von s finden lassen, die für s = verschwinden, ferner 
den Bedingungen (3) genügen sowie der Gleichung 

(4) ^' + ii'-(n+l}w. 
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Miiltipliciert man beide Seiten mit s^ und differenziert dar 
Beachtung der Formeln (3), so erhält mau 

(ä) („_i)„_(,. + i)s!!ji. 



diese Gleichung in der Eorm 
n^l dsy [_ « + 1 ^*e 



Schreibt 

isy , w + l^sg 
ds " SQ ds 

so gewinnt man daraus durch Integration 
(6) (sj/)— (■if)-+'-»", 

vorausgeset/t, daas « ^ ist. Für » ^ 1 findet man in dieser Weise die 
Klothoide, auf die wir hier nicht mehr zurückkommen wollen. Die Elimi- 
nation von sp aus den Gleichungen (4) und (6) ergiebt 



(7) (s«)> + (»!,)> - (« + 1) «•+' M-+' , 

und da sx und sy mit ,? unendlich klein werden, so ist notwendig m -|- 1 > 0. 
Man muss überdies ■ ■ ^2 haben, d. k «^0, wenn man vermeiden 
will, dass unter Vernachlässigung infinitesimaler Grössen höherer Ordnung 
in der Umgebung von für reelle, nicht verschwindende Werte von x und 
von y die sinnlose Gleichung x^ -\- y^ = besteht. Dies vorausgeschickt 
setze man s 



-Vi 



(, + l)I- 



Die Formeln (6) und (7) liefern 



und die erste von diesen Gleichungen zeigt, dass mit unendlich abnehmendem ä 
( nach Null convergiert oder unbegrenzt zunimmt, je nachdem » •< 1 oder 
W > 1 ist. Setzt man endlich in (5) die Werte (8) ein und integriert, so 
erhält man in dem einen oder dem andern Falle 



(9) 



sa = _2^^+i«2 f^. 



.^_U 



fdt 



Es würde genügen t aus ep = a^t und der einen, bezw. der andern Glei- 
chung (0) 7U elxmimeien, um die natürliche Gleichung unserer Curven zu 
finden. Will man femer das Verbalten dieser Curven in der Umgebung 
des Anfangspunktes untersuchen, so bemerke man, dass mit unendlich ab- 



nehmendem s dip Function 

folgt, dass sich die Integrale (9) w 
nannten Formeln (9) convergiert ( i; 
nach Null oder nach Unendlich ■ 



Unendliche wächst " 



, d, h. nach den ge- 
Lglichen Fällen («<1, w>l) 
Also sieht die Curve in 
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der T3mgeb n^ n a aus als ob hie natö 1 he Gle chu g Q ^ I ~*" 
väre d h s heLommt n jpnem Pantte e uf Be ■uhnini, von n edngerer 
oder von h here dmnf m t le Tangente je nachdeu <! — oler >• 

t Im h e Geatalt gena e an w ben ii s tp nan s h am f "dl e gema hte 
Bemerkungen l^£j 11 e) ein e n und vfi 1 dann kenne da U 4 tt eten 
e nes Inflex o spunkte jedenfall 1 ev u^t st F n asy ptoh bei 

Punkt t nur im Falle '^= mogl h den wi 1 nne kurze n an 1 t tei 
stelle nteis cl en ve d n ieiie gestattet uns d e Sohl is'^bemerkung n 
^ 2 u behauiten la nui fi. ^ — 1 e Kilnn ng m Vnfangsp nkte 
e neu endl ob n md von Null versch e lenen We t hiben kinn Tl it d bl ch 
1 efert m 1 e e n Falle die er te le Formeln (9J 



JVi- 



^=-0/|-i/|-'-). 



woraus man entnimmt s^ -f- 36 g^ = Const. , die Gleichung einer stern- 
förmigen Epicycloide mit ^wei Spitzen (§ 8, d). WiD man endlich 
wissen, bei welchen Curveu » ^ sem kann, so hat man statt des aweiten 
Gliedes der Gleichung (6), wekhes für « ^^ aufhört willkürlich zu sein, 
eine beliebige Constante au 'ietzen dit man zur Vereinfachung der Eech- 
mmgen mit 1 -(- ik^ bezeichnen kinn Dann liefern die Formeln (4) und (6) 



-H ik" ■ 



ferner erhält man aus (5) durch Integration 
p = fc^ + .-. 

7i li<=spn ) ineu feehoit ibpi dip Kbthnide (7; = O), welche unserer For- 
derung nicht entspiechen kann da füi 'i e w = 1 ist. Man beachte jedoch, 
dass X und y mit ^ veischwiuden müssen, zu welchem Zweck es notwendig 
und hinreichend ist da'«s p verschwindet d. h. k' = ist. Also charakte- 
nsiert dem Ende dei ( oiletztpu Anwendung bemerkte Eigenschaft die 
logar thmibthen bpirilnn 



§ 77. 

Die Aufsuchung der Schwerpunkte einer Curve ist immer 
zurUekfiihrbar auf die Aufsuchung fester Punkte in der Ebene 
einer andern Curve. Setzt man in der That 

(10) sx = axg , Sil = 02/o 
und ausserdem 

(11) s^ = 2asg , sQ = a$ai 
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so getten dio Formeln (3) in die bekannten Bedingmigen 

(12) S=! 






über, welche die Uabewegücbkeit des Punktes {x„, y^ in der Ebene 
einer Curve {M^ sichern, deren natürliche Gleichung durch Elimination 
von s aus den Formeln (11) hervorgeht. Inzwischen stellen diese 
Formeln (11) ein Entaprecheii zwischen den Punkten von (M) und den- 
jenigen von (Jl^u) her, wäbrend die Formeln (10) eine Lösung {x, y) 
von (3) mit einer Lösung {x^,, y^ von (12) in Beziehung setzen, mithin 
einer jeden Curve (F) einen bestimmten Punkt der Ebene von (M^) 
entsprechen lassen. Im besondem entspricht der Schwerpunktlinie, 
die ihren Anfang in nimmt, der Anfangspunkt der Bogen von {M^, 
da nach (10) mit s (imd s,,) x^ und y^ verschwinden, wenn x und y 
endlich bleiben: dies tritt (§ 75) im Anfangspunkte nur bei der Schwer- 
punktlinie ein. 

§ 78. OeometrlBche Oonstruction der Schwerpunkte. 

Die WiUkUrliehkeit von a gestattet uns, aus den Formeln (10) 
und (11) eine allgemeine Construction der Schwerpunkte abzuleiten. 
Ist der Schwerpunkt des Bogens OM zu finden, so nehme man a 
gerade gleich der Länge von OM und bestimme mit Hilfe der Formeln 
(11) die Curve (M^). Nach den Formeln (10) fiült, 
OQ wenn die beiden Curven sich in den correspon- 
dierenden Punkten M und M^ berühren, der Schwer- 
punkt von OM mit dem Anfangspunkte von (M^) 
, und die erste der Formeln (11) giebfc 
s == ß ist, S|| = -T-a. Es wird also ge- 
nügen, auf {M^ einen Bogen gleich der Hälfte von Oil/ vom Anfangs- 
punkte aus abzutragen und ihn mit dem andern Endo zur Berühi-ung 
mit dem Bogen OM im Pimkte M zu bringen. Alsdann wird der 
Anfangspunkt in den gesuchten Schwerpunkt fallen. Bei der 
Wahl des Punktes M^ kann uns auch die Bemerkung leiten, dass die 
Berührung der beiden Bogen von einer höheren Ordnung werden 
muss (§ 47), da für s = w die zweite Formel (11) p = Po ergiebt. 
Endlich lässfc sich eine dritte Bestimmungsweise des Punktes M^, aus 
der Gleichung 




pi-r-i 
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ableiten, aus der man ersieht, dass, wenn die beiden Bogen in der 
vorhin angegebenen Weise zur Berührung gebracht werdon, ihre Tan- 
genten in den andern Endpunkten parallel sind. 



§ 79. KinematiBohe Construetion der Schwerpunkte. 

Wir wollen annehmen, die Curven (M) und (^o) seien in zwei 
correspondierenden Pun.kten zur Berilhriing gebracht, und man betrachte 
in der Umgebung des Berührungspunktes ein andres Paar solcher 
Punkte M', M^. Es seien C und C^ die Krümmungseentra der beiden 
Curven im Punkte M. Ans den Formeln (10) leitet man unter Be- 
achtung von (11) ab 

ai y a q rf« ' 

mithin ist der Punkt F^ der Schnittpunkt der Geraden MT und der 
durch Co KU Cr gezogenen Parallelen. Daraus folgt: Wenn man die 
Ebene von (M^ einer Dilatation oder einer Contraction von M aus unter- 
wirft, welche C,, nach C bringt, so geht durch diese Deformation der 
Punkt rj) in F, der Punkt Mf,' in M' über, mithin herühren sich die 
beiden Curvßu immer noch in coiTespondierenden. Punkten, wenn eine 
von ihnen auf der andern rollt. Hat man also die Curve (M) im An- 
fangspunkte der Bogen zur Berührung mit der entsprechenden Curve 
(JMp) in einem passend gewählten Punkte G gebracht und wickelt diese 
sich auf (M) ab, indem sie vom Berührungspunkte aus vergrössert oder 
verkleinert wird derart, dass zwischen den beiden Curven beständig 
eine Berührung zweiter Ordnung besteht, so ist der Punkt G in 
jedem Augenblick der Schwerpunkt des Bogens OM. So kann 
man für eine beliebig gegebene Curve in der Ebene in kinematisch 
anschaulicher Weise den Schwerpunkt eines beliebigen Bogens con- 
struieren, wenn man vorher eine andre Curve kennt, die sich leicht 
mit Hilfe der Formeln (11) bestimmen lässt. 

§ 80. Beispiele. 

a) In der zur Construetion des SchwBrpunktes eines Kreisbogens ent- 
worfenen Figur (Fig. 36) sieht man deutlich den Evolventenbogen GM, der 
in M beständig von dem festen Ereise osculiert wird; und aus den For- 
meln (11) findet man für p = « gerade ^(,^^2«%, die GHeiehung 
einer Kreiaevolvente, die derjenigeu ähnlich ist, welche den Bogen G-M ent- 
hält. Ferner bemerke man, dass, wahrend die Spitze beständig den Schwer- 
punkt des Bogens OM angiebt, die Cuspidaltangente parallel zur Tangente 
OT bleibt. 
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b) Aus den Formeln (ll) ersieht man, dase pp proportional s^ ist, 
wenn p proportional s ist, d. h. wenn (JK) eine logarithmische Spirale ist, 
80 ist auch (M^ eine logarittanische Spirale. Wenn die Punkte C und B 
für die erste Spirale eonstruiert sind (vgl. § 76, h), welches sind dann die 
analogen Punkte C„ und Dj, für die zweite Spirale, welche die erste in M 
berülirt? Da die Berührung von zweiter Ordnung ist, so fällt Og mit C 
jusanmien; und da nach einer andern in § 78 gemachten Bemerkung der 
Bogen GM der zweiten Spirale, welcher gerade die Länge D^M hat, gleich 
der HäHte des Bogens OJf, d. h. von DM sein muss, so sieht man, dass J)f, 
der Mittelpunkt von DM ist. Nunmehr ist klar, dass, wie die Projection 
von M auf CD, so G die Projection von M auf CDo ist. 

c) Im Falle einer Klothoide giebt die zweite Formel (11) p^ ^ Const., 
d. h. wenn ein. veränderlicher Kreis sich auf einer Elothoide ahvrickelt, in- 
dem er sie beständig osculiert, so hesehreibt einer seiner Punkte diejenige 
Schwerpunktlinie der Elothoide, welche ihren Anfang im Inflesionspunktc 
nimmt. Es ist dies, umgekehrt ausgesprochen, die in § 76 gefundene 
Eigenschaft: man gelangt dazu in direeterer Weise und mit grösserer Prä- 
cision, indem man das in § 78 gesagte benutzt. la der That! Hat man 
constatiert, dass, wenn (M) eine Klothoide ist, (jKj,) ein Kreis ist, so kann 
man sofort hinzufügen, dass dieser der osculierende Kreis in M ist, und 
dann lässt sich der Schwerpankt G in folgender Weise constraieren: Man 
tragt auf dem Kreise in negativem Sinne einen Bogen MG ab, ebenso 
lang wie die Hälfte des Klothoidenbogens MO, oder aber man beachtet, dass 
die Kreisaormale in G und die Inflexionsnormale der Klothoide parallel sind. 

d) Ist p = hs" die Gleichung der Cni-ve (jW), so geben die Formeln (ll) 

Po = h^o ^ ^^ Ä)' i^Ian findet so (für w = 0, 1, — l) die früheren 
Resultate wieder und sieht ausserdem, dass zur Construction der Schwer- 
punkte einer «-ten Kreisevolvente eme (3 m -f" l)-te Evolvente nötig ist. 
Auf ähnliche Weise findet man, dass eine Ästroide nötig ist bei einer 
Gycloide, eine Gycloide bei einer Epicycloide mit zwei Spitzen, eine Cardioide 
bei der sternförmigen Epicycloide des § 76; u. s.w. Allgemeiner ist bei 
jeder cycloidaleu Curve eine analoge Curve nötig derart, dass einem Scheitel 
der festen Curve eine Spitze der beweglichen Curve entspricht. 

e) Die Formein (10) und die zweite der Formeln (ll) lassen sofort 
erkennen, dass, wenn die Curve (M) durch eine homogene Belation zwischen 
dem Krümmungsradius und den Coordinatea des Schwerpunktes definiert ist, 
dieselbe Relation zwischen dem Krümmungsradius und den Coordinaten eines 
festen Punktes die entsprechende Curve (M^ definiert. Daraus folgt z. B., 
dass den in der Anwendung (d) des § 76 untersuchten Curven die Sinus- 
spiralen entsprechen. Setzt man übrigens in den Formeln (9) s^ = 2aSo 
und Po = «^'i so erhält man gerade die Gleichung der Siuusspiralen (vgl. § 43) : 



Punkt der Sehwerpunktlinie ist der Pol der Spirale, 
, = sein kann (§ 39). Der Pol muss also der Spirale 
wegen w ^ thatäächlich der Fall ist (§ 44). 
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§ 81. 
Jede der bisher für einige Curven gefondeneu Eigenschaften bleibt 
für eine beliebige Cnrve bestehen, vorausgesetzt, daas man läiiga dieser 
Curve die Dichtigkeit in geeigneter Weise variieren läast. Bezeichnet 
man mit 6 die auf dem Bogen OM befindhehe Masse, so muss man die 
Formeln (3) durch 



(13) 



dr,y 



ersetzen und diese reducieren sich, wenn man darin 



setzt, auf die .Formeln (12). Denkt man sich also die Betrachtungen 
des § 79 wiederholt, so gelangt man immer dazu, für jede Curve {M) 
und ■ für eine gegebene Masseuverteilung eine Curve (-Mj,) ^u con- 
struieren, von der folgendes gilt: Wenn sie sich auf (M) abwickelt 
unter gleichzeitiger Dilatation oder Contraction vom Berührungspunkte 
aus derart, daas sie mit (M") eine höhere Berührung bewahrt, so führt 
sie bei der Bewegung und Deformation den Schwerpunkt der Masse mit 
sieh fort, welche längs desjenigen Bogens von {M) verteilt ist, der vom 
Anfangspunkte an die Berührung der beweglichen Curve erfahren hat. 
Die Gleichung der letzteren findet man durch Elimination von s aus 
den Relationen 

(14) aSi) ^jGäs, ßpo=ffp. 

lu den einzelnen Fällen liefert die geometrische Interpretation der so 
erhaltenen Resultate eine Construction des Schwerpunkts, welche auf 
der andern Seite einer beliebigen Curve zukommt, vorausgesetzt, dass 
man für e eine specielle Function von s wählt. 

§ 82. Beispiele. 

a) Dei n^tüihchen rileichung eiu'^i beliebigen Curve kaim min die 
Form ffp =^ 11^ a*'^™! indem m<in ft proportional der Ableitung dei Kruni 
mung wählt Alsdinn hefeit ihe zweite roiniel (^ü) pg == ö, mithm gelten 
für diese besondeie Mangenveiteilung die Schwerpunkts eigen Schäften dei 
Klothoide. Also ist ein Ahnhchkeitspunkt der Kreise, welche einen 
beliebigen Bogen einer behebigen Curve in den Endpunkten 
osculieren, der Schwerpunkt einer Masse, die ISngs des Bogens 
mit einer Dichtigkeit proportional der Variation der Krümmung 
verteilt ist. Nimmt man im. besondem ö = atp , so sieht man, ditös eine 
uns bereits bekannte Curve (§ 11, a) durch die Eigenschaft charakterisiert 
ist, dass der Krünunungsschw erpunkt jedes beliebigen Bogens und die 
Krümmungscentra in den Endpunkten dieses Bogens immer in gerader Linie 
liegen. 
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b) Jede Art den Gleicliiingeri (13) zu genügen liefert besondere Con- 
stniotioaen von Schwerpunkten. Wir wollen uns darauf beschränken, die- 
jenige anzugeben, welche entsteht, wenn man 
(15) ax = — «)/o , ey = a(a:^ + s) 

in den Formeln (13) setzt. Diese reducieren sich dann auf die Bedingungen 
für die TJnbeweglichkeit de'« Punkte? (*,,, ^g) m der Ebene von (3f), voraus- 
gesetzt, dass man öp = «*; hat Min eikennt femer, wie in § 77, dass 
der genannte Punkt der Anfangspunkt der Bogen ist. Inzwischen leitet man 
aas den Formeln (15) und dei gefundenen Bedingung durch Elimination 
von ö ab 

Also treffen sich bei jeder beliebigen Corve die von M und von G auf 
OD und auf OJf gefällten Lote in dem Schwerpunkte einer Masse, 
die auf dem Bogen OM mit einer Dichtigkeit proportional dem 
Product des Bogens und der Krümmung verteilt ist. Betrachtet 
mao. im besondem die Curven p == Jcb" , so findet man «==(«. — l) a<p, 
Ma.ith.in liefert die vorstehende Construction bei diesen Gurven den Krümmungs- 
schwerpunkt Bemerkt man überdies, dass sich in diesem FaUe aus den 

Formeln (14) pj, = ^0%^"" ergiebt, so sieht man (§ 24, i), dass die Curve 
(Jf„) eine Evolvente von (M) ist. 
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Siebentes Kapitel. 
Baryceiitrisclie Äiialysis. 



Der Begriff Schwerpunkt dient ala Grundlage für eine elegante 
Methode der geometrischen Analysis, welche wir hier nicht Ton Grund 
aus ■würden auseinandersetzen können, ohne daa Gehiet der reinen natür- 
lichen Geometrie zu verlassen. Wir werden uns deshalb darauf be- 
schränken, an der Hand von Übungsbeiapielen einige ihrer einfachsten 
und wesentlichsten Zusammenhänge mit der natürlichen Analysis der 
ebenen Curven zu beleuchten. Zunächst wollen wir daran erinnern 
(§ 71), dass der Schwerpunkt M der in den Punkten A^, J^ ange- 
brachten Massen j(j und ft^ auf der Geraden A-^ A^ hegt, und zwar 
derart, dass 

(1) ^^MA^ \- ^^MA^ = ^ 

ist. Jedem Paare von Werten fx^ und ]x^ entspricht also auf der Geraden 
ein Punkt M, der auch zu unendlich vielen andern Wertepaaren (fi^, ftg) 
gehört, die durch Multiplication mit einer beliebigen Zahl aus einem 
von ihnen entstehen, da hierbei die Gleichung (1) in der That ungeändert 
bleibt Um nun aber zu erreichen, dass ein Punkt nur einem einzigen 
Wertepaare (jtj , /t^) entspricht, kommt man überein ^i + ft2 = 1 zu 
setzen; auf diese Weise wird die ganze Gerade erzeugt durch die 
wechselnde Verteilung der Masseneinheifc auf die beiden Fundamental- 
punkte A^,A^. Wenn Jlf auf der Geraden ins Unendliche fortrückt, 
so convergiert das Verhältnia seiner Entfernungen von den Fundamental- 
punkten nach der Einheit nnd aus (1) ersieht man, dass in der Grenze 
die Gleichung jt^^ -j- fi^ = erfüllt ist. Wir werden der Kürze 
wegen sagen, dass man in dem unendlich fernen Punkte /ii + fia = 
hat, Ist Ä'" der durch Massen proportional — ji^ und \t^ bestimmte 
Punkt, so zeigt die Formel (1), dass {Ml^A^A^ = — 1 ist, d. h. n 
ist der zu M. inbezug auf die Fundamentalpunkte harmonisch con- 
jugierte Punkt. So sehen wir aufs neue ein, dass man wegen der Glei- 
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cimng /ij — /lg = , die für den zu dem uneudlich fernen Punkte con- 
jugiertea Mittelpunkt von A^A^ bestellt, wohl sagen kann, im Unend- 
licieu sei (»^ -f^ f^^ = . 



§ 84. 

Wenn A^, A^, A^ die Ecken eines wirkliehen Dreiecks sind (in 
der Reihenfolge, wie sie von einem Punkte getroffen werden, der den 
Umfang des Dreiecks duroiiläuffc, indem er die Fläche desselben zur 
Linken lässt), so geht in analoger Weise aus der verschiedenen Ver- 
teilung der Masseneinheit auf die drei Ecken eine doppelte Unendlich- 
keit von drei Massen ft^, (isf /'s ^^"^ ^^^ jedem dieser Tripel ein Punkt 
(der Schwerpunkt) hervor, den man in folgender Weise construieron 
kann: Man teile A^A. durch den Punkt L im Verhältnis -- und dann 
A^ L im Verhältnis ^- - - . Umgekehrt entspricht jedem Punkte der 
Ebene ein Tripel von Werten /t,, /t,, /ij (man nennt sie die baryeen- 
triachen Coordinaten des Punktes) derart, dass 

(2) ft + /^a + /^a = 1 ! 

ist, und zwar entspricht ihm ein einziges; wemi nämlich die Gerade A^M 
im Punkte L die Strecke A^A^ im Verhältnis h und wenn M die Sti-ecke 
A^^L im Verhältnis fc' teilt, so kann man immer und nur in einer 
Weise der Gleichung (3) und den Bedingungen 

(3) ^3 = ^^ ' fts + /'s = ^'h 

genügen. Lässt man in der letzten von ihnen h' allmählich in — 1 
übergehen, so sieht man, dass, wenn M ins Unendliche fortrückt, 
in der Grenze die Gleichung 

(4) f*i + f^2 + f 3 = f* 
besteht. 

§ 85. Die Gerade, 

Unter Berücksichtigung von (2) werden die Formeln (1) des vorigen 
Kapitels 

(5) X = iL,x^ + fta^ä + (*s^3 . y = f^'A + f-^y^ + fsJ/s ■ 
Mithin lassen sich die linearen Relationen zwischen den cartesischen 
Coordinaten x und y in lineare und homogene Relationen zwischen 
den barycen irischen Coordinaten trajisformieren, Ist umgekehi-t eine 
derartige Relation gegeben, so wird es immer möglich sein, sie in eine 
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lineare Relation zwischen den eartesischeu Coordinaten zii transformieren 
mit Hilfe der Formeln 

(6) «Vi = {y^ — ^3) ^ — (^ — «3) y + i<^2Vs — ^zVi) , ^- s- w. , 

welche man durch Auflösung der Gleichungen (2) und (5) nach den fi 
erhält, wenn man mit a" den doppelten Flächeninhalt des Fundamental- 
dreiecks hezeichnet: 



1 rs, 


»1 


1 rt. 


S. 


1 X, 


ä/s 



m 



Es stellt demnach jede lineare Gleichung zwischen den barycentri sehen 
Coordinaten eine Gerade dar. Fixiert man z. B. JCj so steht die erste 
Gleichung (3) die Gerade dar, welche durch A^ hindurchgeht und 
A2Ä^ im Verhältnis k teilt. Ebenso ist die zweite Gleichung (3), in 
welcher man Je' als eonstant annimmt, die Gleichung einer Parallele 
zur Seite Ä^A^. Eine solche Gleichung kann man auch in nicht- 
homogener Form ^j = Const. schreiben und erkennt auf diese Weise, 
dass, wenn ein Punkt sieh parallel zu einer Seite des Fundamental- 
dreiecks bewegt, die auf die gegenüberliegende Ecke bezügliche barj- 
centriaehe Coordinate sich nicht ändert. Im besoudem ist die Gleichung 
der Seite, welche Ai gegenüberliegt, ft,- ^ . Endlich kann man sagen, 
dass die Gleichung (4) die unendlich ferne Gerade darstellt. 
Dies gestattet uns die Bedingung für den Parallelismua von zwei Geraden 



( ) 



: } 



ßt^ -i-ßilh + ßi^i 



ofo t h z ch e 1 en Soll n d e elben a ch mit e ne dr tten Geraden 
n e uem Punkte a hne len so st lazu not vend g und h nreichend, 
lass 1 e a 1 d C etil e ten le dre Grle chungen gel Idete Determi- 
nante rschw ndet da gerade 1 es 1 e notwend ge un 1 h n eichende 
Be h a'^ng tu de Ex st uz ol h We -te de f^ st d e n cht sämthch 
e schw de u d de "System de de Cle ch n^en gen gen. Diea 
vo ausgesch kt st 1 e Au sa^e we G aden se en pa allel d, pivalent 
m t le Au sage dass e s ch aut de u endl 1 fe neu Cerade hneiden. 
Mithm druckt aich die Bedingung lui den Paialleliamus darin 
aus, dass die Determinante des aua den Gleichungen (4) und (8) ge- 
bildeten Systems gleich NuU gesetzt wird: 



(9) 



1 «1 


A 


1 «s 


A 


1 «. 


ß. 
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§ 86. Bntfenmng zweier Punkte. 

Es seien dft^, tf^tj, d/ij die Variationen, welche die l 
Coordinaten beim Übergange von M zu irgend einem andern Punkte 
M' erfahren, und man suche die Entfernung B, der beiden Punkte zu 
berechnen. % , «^ , a^ seien die Längen der Seiten des Dreiecks. Wäre 
die Strecke MM' parallel zu einer Seite, z. B. zu Ä^A^, so würde ihre 
Länge einschliesslich des Vorzeichens durch ffl^dfig oder auch durch 
■ — (ii^ft^ ausgedrückt werden, wie sieh leicht aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke Ä^MM', Äj^LL' ergiebt. Bei beliebiger Lage der Punkte 
M und M' betrachte mau den Schnittpunkt M" der durch M und 
M' zu den Seiten Ä^Ä^ und A^A^ gezogenen Parallelen. Die Coordi- 
naten von M" sind offenbar ft^ — dji^, n^ -\- dft^, jtg, mithin haben 
zwei Seiten des Dreiecks MM'M" die Längen a^dfi^ und — «^^(ts- 
Bemerkt man femer, dass der der Seite It gegenüberliegende Winkel 
gleich dem Winkel A^ ist, so erhält man 

B^ = a,^ {d^i^y + fl/ (dii^y + (V + «/ — «i') iS^siSfta , 
d. h. wegen 3(i,^ -j- S^^ -\- Ö^ = 

(10) It" = ~ (a^Hfi^dit^ + ß/d,%d^i + a^^diiy$[i^) . 

Wenn, im besondem die beiden Punkte unendlich benachbart sind, so 
ist das Quadrat ihrer Entfernung 

(11) ds^ = — (aj^dfi^dfi^ + a^^dii^dji^ + a^^dii^dii^) . 



§ 87. 
Jetzt sind wir imstande auch die Bedingung für die Ortho- 
gonalität zweier Geraden zu finden. Diese seien die Geraden (8), 
und wir woUeu auf ihnen die Punkte P uud Q verschieden von dem 
Schnittpunkte M annehmen. Bezeichnen wir mit £ und tj die Varia- 
tionen der Coordinaten beim Übergänge von M nach P und nach Q. 
Offenbar genügen die s und die ij den Gleichungeo (8), uud ausserdem 
hat mau, da in jedem Punkte die Gleichung (2) besteht, 

^i + £a + % = 0, ^i+^a + 1a = 0. 
Daraus folgt 

Dies vorausgeschickt wende man die Formel (10) auf die Ent- 
fernungen MF, MQ, FQ in der Relation (PQf = (MPf -\- (MQy 
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an, die für die Orthogonalität notwendig und hinreichend ist. Man 
erliäl.t 

»i'{fs — %) (h—-%)-\ = a,h._£^ 4- . . . + a,%ti^ -1 , 

d. h. 

(13) a^\£^Vs + h%) + «s'fe^i + *i^s) + «3'(«i% + HVi) = , 
wo man für die s und die tj die proportionalen Grössen (12) einzu- 
setzen liat. 



§ 88. Qoradenpaare. 

Multipliciert man die Gleichungen (8) miteinander, so findet man eine 
quadratische Gleichung 

(14) Äcm-o 

mit versehwindender Diserimiuaote, welche auf den beiden Ge- 
raden überall und ausserhalb derselben nirgends erfüllt sein muss. Ist 
umgekehrt eine Gleichung (14) gegeben, deren Discriminante 

'hl 'as 'is 

^ = I Cg^ Cgg Cj3 
1 <^31 'hi '■RS 
null ist, so ist aus der Algebra bekannt, dass die genannte Gleichung 
in zwei lineare Gleichungen zerlegbar ist und daher ein Geradenpaar 
darstellt. Welcher weiteren Bedingung müssen die Goefficienten ge- 
nügen, damit die Geraden parallel oder senkrecht zueinander seien? 
Bemerkt man, dass 

q, = 2a^ß^ , c^^ = a,/5., + a^ß^ , u. s. w. 
und infolgedessen s^Vs "f" ^'Ja proportional 

(«1 - ",) (ft - &) + («i -%) (A -ft) - "u - <=» - «,. + «o 
ist, so sieht man durch Einsetzen in (13) sofort, dass die Bedingung 
für die Orthogonalität 

(15) («/— ßs'— «3')C38 + («ä'— %'— «l')% + («S^— «-^ — «/)% 

+ «1^ (ii + «a^ ^s + ''Z %s = <^ 
ist. In entsprechender Weise betrachte man, um auszudrücken, dass die 
Geraden pai'allel sind, die Determinante Ö auf der linken Seite der 
Gleichung (9) und bemerke, dass 
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1 ft 



1 ß. 



I 1 + t^ii 1 + c,s 1 + C,s 
1 + Cgi 1 + Csa 1 + (^8 

1 1 + C31 1 + C33 1 + CsB 



ist, d. h., wenn man mit 6 die Summe der algebraischen Complemente 
aller Elemente von ^ bezeichnet, 

Also ist die Bedingung für den Paralleiismiis e = 0. Ausserdem 
erkennt man, wenn die Gleichung (14) mit reellen Goefficienten gegeben 
ist, dass die Geraden reell 
oder 6 > ist. 



jder imaginär sind, je nachdem 6<0 



§ 89. 

a) Es sei (i^ = k(t^ die Gleicliung der von Aj^ auf die gegeniih erliegende 
Seite gefällten Seakrechten, Mau bestimmt Je, indem man ausdrückt, dass 
für das Ueradenpaar ft^fig = Af(jf*a die Bedingung (15) erfüllt ist, und man 
findet auf diese Weise, dass die Gleichung der betracliteten Geraden 



(«3^ 



/) t^a = («/ + " 



- V)f^ 



ist Also schneiden sieh die tob den Ecken eines Dieiecks auf die gegen 
übe) liegenden Seiten geteilten Senkiechten in einem Punkte (Oithocentium), 
dei durch Cjoidmaten definiert igt die um«ekehit pinportional 7u den Grossen 



smd 

h) Em Paar von Gwaden welche Yon A^ ausgehend die gegenüber 
hegende feeite harmnnisch teilen, wud nach dem m § 81 gesagten durch 
die Oileiehimg jij^ = K" (i^^ daigestellt Will man, da5S die genannten Ge 
laden die Halbienmgslmien des Winkels A^ seien, sc muss man A derart 
bestimmen diss die Bedmgung (15) erfüllt ist, d h es musi sem fl3' = A^«2° 
Die drei Paate Halbienmg'ilmien der Dreieckswinkel werden also durch die 
Gleichungen 



Mithin treffen sie sich in den vier Punkten, deren barycentrisohe 
Coordinaten absolut genommen proportional zu % , «^ , 1% sind. Im be- 
sondern schneiden sich die drei Innern Winkelhalbierenden in einem Punkte 
(dem Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises), der durch die 
Coordinaten 



fh = - 



^ = «-■4--«;+" 



,, + «, + », • '^^^o^ + u. + a, 
definiert wird. 

c) Um au erfahren, in welchem Punkte die Gerade ßj^f*j-|-ßj(*j-(- agftj=0 
die Seite A^A^ trifft, hat man ftj^ = zu setaen, und dann sind jtg und fij 
durch die Gleichungen t^ + fa ^ 1' "sf*ä 4" ""sfa = '^ bestimmt. Die 
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letzte nm^is man durt,li a^(i^ — «gfig = ersetzen, wona ima mtht den 
Schnittpunkt splbst '«ondpm den zu ihm mhezug i,iif d<w Punitppaai A^Ä^ 
harmcnisch oonjugieitea Punkt hiben ^Till Daraus tolijt dass der duich 
die Gtleichungen Cj^ftj = «»((^ == K^jf» definierte Punkt P die Eigensfhitt 
kat, dass jede Seite de<! "Dieiecks von iler Guiaden die P mit der ^e^en 
nherheg Puden Ecke veibmdet und von dei hetiichti^ten Geiaden haimonisch 
geteilt wird. Dei Punkt I* heisst dei tiihneare Pol dei Geiaden, und 
umgekehrt ist diese die trilineare Polaie von F. Sind Cj , Cg , Cj die 
baryeentrischen Coordinaten eines beliebigen Punktes, so ist die baryceatrisehe 
Gleickung seiner trilinearen Polare 

?L + 5. + J-_o. 

Im besondern bemerke man, dass die unendlich ferne Gerade ihren trilinearen 
Poi in dem Punkte c^ = Cg = % = -^ hat: dies ist der Schnittpunkt der 
Mittellinien, den man oinfacb den Schwerpunkt des Dreiecks nennt. 



§ 90. Eiegelscbnltte. 

Die Eiaaetzung der Werte (Ö) in die carteaisclie Gleichung eines 
Kegelschnitts (§ 25) liefert zwischen den baryeentrisclien Coordinaten 
eine quadratische Delation, welche man vermöge (2) immer homogen 
machen kann. Umgekehrt verwandelt sich jede Gleichung von der 
Form (14), wenn man dariu die Werte (6) einsetzt, in eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen x und y und stellt daher einen Kegelschnitt 
dar, der in ein Geradenpaar ausartet, wenn zwischen den Coefficienten 
die Beziehung z/ = besteht. Bei beliebigem Werte von ^ gilt die 
Bemerkung, dass die Gleichung, welche man erhält, wenn man auf der 
rechten Seite von (14) c((*i + ^ + f^)^ setzt, für jeden Wert von c 
einen Kegelschnitt darstellt. Die Kegelschnitte, welche den unendlich 
vielen Werten von c entsprechen, verhalten sich im Unendlichen wie 
der Kegelschnitt (14), da im Unendlichen in der Grenze die Gleichung 
(4) erfüllt ist. Sie haben also parallele Asymptoten. Um daher ein Paar 
von Geraden zu finden, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind, wird es genügen, zu untersuchen, ob gewissen Werten 
von c ein ausgearteter Kegelschnitt entspricht. Inzwischen bemerke 
man, dass für einen beliebigen Wert von c die Discriminante 

id' ^ % — c Cgg — e Cgg — c '= z/ — c<s 

ist. Die Summe e' der algebraischen Complemente der Elemente von 
z/' ist unabhängig von c\ denn wenn wir uns denken, man kehre von 
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A' zu z/ zurück durch Addition von c zu allen Elementen von z/', 
so finden wir unter Anwendung der letzten Formel 

z/ = z/' + es' = z/ -|- c(ö' — e), mithin e' = e. 

Dies vorausgeschickt wird, wenn 6 $ ist, dem Werte c = — ein Paar 
von Geraden entsprechen, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind oder mit ihnen zusammenfalleii; und auf Gfrund der 
Schlussbemertung in § 88 wird man behaupten können, dass der 
genannte Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, je 
nachdem 6>0 oder e<0 ist. Lasst man die Coefficienten derart 
variieren, dass ö nach Null convergiert, so werden die beiden Gferaden 
sehliesshch parallel, mithin charakterisiert die Bedingung 6 = 
die Parabel, da diese der einzige Kegelschnitt ist, der sich im 
Unendlichen verhält wie ein Paar paralleler (zusammenfallen der) Ge- 
raden (§ 26). Wenn J gleichzeitig mit a verschwindet, so artet die 
Parabel in ein Paar von parallelen Geraden aus. Die gleichseitige 
Hyperbel charakterisiert man, indem man ausdrückt, dass sie orthogonale 
Asymptoten hat, d. h. indem man die Bedingung (15) nicht für die 
dj, sondern für die c,-j —ö schreibt. Macht man diese Substitution, 
so sieht man sofort, dass c herausfällt, und erkennt auf diese Weise, 
dass die Gleichung (15) selbst die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass die Gleichung (14) eine gleichseitige 
Hyperbel darstellt. 



§ 91. Tangente und Normale, Pole und Polaren, Mittelpunkt und 
Asymptoten, Homologiepol, 

a) Da man die Tangente einer Curve /(ftj , ft , .«-ä) = im Punkte 
iy-i 7 "ä ! ^a) ^1^ bestimmt durch diesen Punkt und den unendlich be- 
nachbarten Punkt (vj -]- dv^, Vg -f- dv^, v^ -\- äv^ auf der Curve be- 
trachten kann, so ist klar, daaa ihre Gleichung 

(16) ftj Vg dv^ 

H Vg dv, 

ist. Dabei ist f{y^ , v^, v^) ^= und 

^dv^ + ^dv^ -f ^-dv, = 0, dv^ + äv.^ + äv^ ■ 
Daraus folgt, daaa v^dv^ — v<^d,v^ proportional 
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ist; mithin wird die Gleichung (16) 

(ft - -.) 1^ + (fc - -.) 1:^ + (fc - -.) IJ - • 

Man gelangt ferner zur Aufstellung der Gleichung der Normale, indem 
man die Bedingung (13) anweadefc. Wenn die Function f homogen 
ist, so reduciert sich die Gleichung der Tangente auf Grund des be- 
kannten Euler'schen Theorems auf die einfachere Form 

Diese wird im Falle der Kegelschnitte 

(17) 2o„l>.v,-0. 

b) Die Relation (17) führt, geometrisch interpretiert, wegen ihrer 
biliuearen Form zu einer sehr wichtigen Correspondenz zwischen den 
Punkten und den Geraden der Ebene. Halt man die v fest, ohne anzu- 
dass (v^, Vj, Vj) ein Punkt des Kegelschnitts ist, so stellt 
t Gleichung eine Gerade dar, welche man die Polare des 
Punktes (v^, v^, v^ inbezug auf den Kegelschnitt (14) nennt, wahrend 
der Punkt der Pol dieser Geraden heisst. Wenn man dagegen in (17)- 
für die ft beliebige Werte fixiert, ao genügen die v gerade der Gleichung 
der Polare von (fi-,, ^^, jt^), mithin liegen die Pole aller durch 
einen Punkt hindurchgehenden Geraden auf der Polare dieses 
Punktes. Daraus folgt, dass die Polaren von zwei Punkten P und P' 
sich in dem Pol von PP' sehneiden. Sind z. B. die Ecken eines Drei- 
ecks die Pole der Seiten eines andern Dreiecks, so sind die Seiten des 
ersten die Polaren der Ecken des zweiten. Zwei derartige Dreiecke 
heissen zueinander conjugiert inbezug auf den Kegelschnitt, Setzt 
man für die v successiv die Coordinaten der Ecken des Pundamental- 
dreiecks, so sieht man, dass die Gleichungen der Seiten des inbezug 
auf den Kegelschnitt (14) zu ihm conjugierten Dreiecks 

(18) (?,i,ui + Cu{^2 + <^is!^i = 0, c^^ft.^ -\- Cäs^ä -H %;i3 = 0, 

<^3ll^l + '^2f*S + ^33/^3 = 

sind. Diese reducieren sich auf die Gleichungen der Seiten, wenn in 
(14) nur die Quadrate der ft vorkommen. Alsdann ist das Dreieck zu 
sich seibat conjugiert, und der Kegelschnitt heisst conjugiert zu dem 
Dreieck. Also sind die unendlich vielen durch die Gleichung 



yGoosle 



120 Siebentes Kapitel, Barycentiisolio Anajysis. 

dargestellten Kegelschnitte so beschaffen, dass jede Seite lies Fun- 
damentaldreioeks die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Für ft^ = 
findet man Werte für das Verhältnis — , die nur dem absoluten Be- 
trage nach gleich sind. Nach der Schlussbemerkung in § 83 teilt 
also jeder zu einem Dreieck conjugierte Kegelschnitt dessen 
Seiten harmonisch. Hieraus folgt, dass jede gerade Strecke, deren 
einer Endpunkt in P, der andre auf der Polare von P inbezug auf 
einen Kegelschnitt liegt, von diesem Kegelschnitt harmonisch geteilt 
wird. Ea genügt in der That, um sich davon zu Überzeugen, zu 
Ecken des Fnndamentaldreiecks den Punkt P, den Schnittpunkt P' 
der Polare von P mit der betrachteten Geraden und den Pol von FP' 
au wählen. Mit andern Worten: Die Polare eines Punktes P in- 
bezug auf einen Kegelschnitt ist der Ort der zu P harmonisch 
conjugierten Punkte auf allen Sehnen, die der Kegelschnitt 
auf den von P ausgehenden Geraden bestimmt. 

c) Bemerkt man im besondern, dass auf jedem Durchmesser der 
zu dem Mittelpunkte harmonisch conjugierte Punkt im Unendlichen 
liegt (§ 27), so sieht man, dass der Mittelpunkt eines Kegelschnitts 
der Pol der unendlich fernen Geraden ist. Sind also i'i,»'^,*^ 
die Coordinaten des Mittelpunktes, so muss sich die Gleichung (17) 
auf (4) reducieren, mithin muss man haben 

(19) Ciiri + qsJ'a-|-q3i'3 = CgiVi + C22*'s + '^3'^3 = '^i'^i + Csa)'a-f Cagfa- 

Wenn c der gemeinsame Wert dieser drei Grössen ist, so kann man 
auf Grund von (2) auch schreiben 

(cn — c)vi-\- (C(a — e) vs + (c,s — r) vs = 

für * ^= 1 , 2 , 3. Soll dieses System durch Werte der v erfüllt werden, 
die nicht sämtlich versehwinden, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass seine Determinante (^ — cö) verschwindet, d. h. dass man hat 
c = — . Inzwischen ist, wenn man mit e'; die Summe der algebraischen 
Complementc der Elemente der i-ien Reihe von ^ bezeichnet, immer 

und hieraus kann man sofort ersehen, dass man den obenstehenden 
Gleichungen genügt, wenn man 

(20) v,-'^, v,-'-^, ^._a 

annimmt: dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes. Was die 
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Asymptoten anbetrifft, so haben wir bereits gesehen (§ 90), dass sie 
den Geraden des Paares 



^ Cij [>■! pj = ■„ 



parallel sind, und um zu beweisen, dass diese Gleichung gerade die 
des Asymptotenpaares ist, genügt es, zu zeigen, dass ihr die Werte 
(20) genügen. Man hat aber 



2'.,'.^.-i2'.".'.-i2-- 



Nunmehr sind wir endlich in der Lage, behaupten zu können, dass die 
Gleichung (14), wenn man im zweiton Gliede c an Stelle von Null 
setzt, für die verschiedenen Werte von c die unendKch vielen Kegel- 
schnitte darstellt, welche ein und dasselbe Geradenpaar zu Asymptoten 
haben. 

d) Setzt man in der i-ten Gleichung (18) p,- = , so erhält man 
einen Punkt, dessen Coordinaten der Gleichung 

(21) t + t + t'" 

genügen, die von i unabhängig ist. Also trifft auf der Geraden (21) 
jede Seite des Fundamentaldreiecks die entsprechende Seite des con- 
jugierfcen Dreiecks, mithin sind zwei inbezug auf einen Kegel- 
schnitt conjugierte Dreiecke homolog und die Axe der Homo- 
logie wird durch die Gleichung (21) dargestellt. Das Bestehen der 
Homologie kann man auch durch Betrachtung der Ecken feststellen. 
Das durch die Gleichimgen (18) gebildete System definiert, wenn man 
die i-ie Gleichung durch (2) ersetzt, diejenige Ecke des conjugierten 
Dreiecks, welche Ai entspricht. Daraus folgt, dass die Coordinaten 
dieser Ecke proportional -yn, yi^, y>3 sind, wenn man mit y^ das alge- 
braische Complement von cy in z/ bezeichnet. Also sind die Gleichungen 
der Geraden, welche die entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke 
verbinden, 

mithin schneiden sich diese Geraden in einem durch die Gleichungen 

definierten Punkte (dem Centrcm der Homologie). Der Kürze wegen 
uennt man diesen Punkt den Homologiepol des Kegelschnitts inbezug 
auf das betrachtete Dreieck. 
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a) Soll M(it^, fig , ftg) der trilineare Pol einer durch, einen gegebenen 
Punkt JP(ci, (j , Cg) hindurcligeliendeii Geraden sein, so ist dazu notwendig 
und hinreichend (§ 89, c), dass die Bedin^ng 



(23) «if*2fts + <'2(^sl^i + Cal^iH = **■ 

Dies ist die allgemeinste Gfleiehung eines dem Fnndamentaldveieck um- 
besehriebeuen Kegelschnitts, da man, wenn die Gleichung (14) von den Co- 
ordinaten von Ai erfüllt werden soll, Ca = setzen muss. Dreht sich also 
eine Gerade um einen ihrer Punkte, so beschreibt ihr trilinearer Pol 
inbezug auf ein Dreieck einen diesem Dreieck umbeschriebenen 
Kegelschnitt. Wendet man femer die I'ormeln (22) an, so sieht man, 
dass P der Homologiepol des Kegelschnitts ist. "Wendet man dagegen die 
Formeln (20) an, so findet man, dass der Mittelpunkt Q des Kegelschnitts 
durch Coordiaaten v^,v^,v^ definiert wird, die proportional 

»,(«■+».-«.), «,(«. + «.-<!,), «,(<•, + <•,-«.) 

sind. Man bemerke inzwischen, dass 

(24) c^vs + %va = CzVi -\- qvg = qv^ + c^v^ 

ist, was sich übrigens unmittelbar aus den Gleichungen (19) selbst ergiebt. 
Die letzten Eolationon lassen vermöge ihrer Symmetrie die Eeziprocitäts- 
beziehung erkennen, die zwischen P und Q besteht. Es folgt daraus, dass 
die einem Dreieck umbeschriebenen Kegelschnitte sich derart paarweise ein- 
ander zuordnen lassen, dass in jedem Paare ein jeder der beiden Kegelschnitte 
der Ort der trilinearen Pole der Durchmesser des andern ist. 
Die beiden Kegelschnitte fallen zusammen, wenn der Mittelpunkt in den 
Schwerpunkt des Dreiecks fällt (§ 89, c). Will man femer, dass der umbe- 
schriebene Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel sei, so muss man aus- 
drücken, dass die Bedingung (15) von den CoeiEcienten der Gleichung erfüllt 
wird, d. h. dass man hat 

(«2^ + «8^ — <h^) '^1 + («/ + %^ — «2^) <^s + (öi^ + ög^ — «s^) Cg = . 

Diese Gleichung sagt uns, dass der Homologiepol auf der trilinearen Polare 
des Orthocentrums (§ 89, a) liegt, mithin schneiden sich in dem Ortho- 
eentrum alle umbeachriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

b) Soll der Kegelschnitt (14) dem Fundamentaldreieck einbesehrieben 
sein, so jnuss die Gleichung, welche man erhält, wenn man in der Gleichung 
(14) z. B. fii='0 setzt, d. b. <^fta^ + Cjjfig* + 2<^|Ua(i3 = gleiche 
Wurzeln haben. Es muss daher, wenn mit «j , (^ , Cg die Werte der Co- 
efficienten ^^ , Cgj^, Cjj bezeichnet werden, Ci^Cn^ '^ii%%s sein. Will man 
also das Verschwinden der Discrinjinante vermeiden, so sieht man, dass 
Cidi = — CiCgCg ist. Ein einbeschriobener Kegelschnitt wird demnach durch 
die Gleichung 
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dargestellt, die sich noch weiter auf die einfache Form 

Vf + ^1 + 1^-° 

reducieren lässt, die vier Gleichungen einsehliesst je nach den Vorzeichen, 
die man den Wurzeln erteilt. Ans (22) leitet man ohne Schwierigkeit ah, 
dass (^,^3,^3 proportional den Coorcünaten des Hoaiologiepols sind, und 
die Pormehl (20) zeigen, dass der Mittelpunkt durch Goordinaten proportional 
•^1 {'^2 "i~ ''a) ' *^ (% ~l~ "^i) 1 'h (^1 "f" ''2) definiert wird. Jetzt ist es leicht, auf 
die Frage zu antworten: Welches ist der Ort der Homologiepole der 
einem Dreieck einbeschriehenen oder umheachriebenen Parabeln? 
In dem einen oder im andern Falle müsseü die Ooordinaten des Homologie- 
pols derart sein, dass die Summe der Ooordinaten des Mittelpunktes gleich 
NuU wird, mithin muss man haben 
C2C^-\-CgC^-\-c^c^='0 oder c^^ + c^^ + Cg^— 2c2(^ — Scsq— 2CiCa = 0, 

d. h. die Pole müssen deijenigen unter den umbeschriebenen oder einbe- 
schriebenen Ellipsen angehören, welche den Mittelpimkt (und den Homologie- 
pol) im Schwerpunkte des Dreiecks hat. 

c) Die Gleichung des umbeachriebenen Kreises lässt sich leicht aus der 
Formel (lO) ableiten, welche 
(25) «/ (^ — V,) (ps — rs) + a,^ (/i^ — v^) (ix^ — v,) 

+ «/(f^-^i)((*.--0 + -K' = O 
giebt. Es genügt, au bemerken, dass diese Gleichung sich auf die Form (23) 
reducieren muss, um sofort zu erbalten 

«/»'s + «a'^^ü = '^^^■i + «/"a = «i^»'ä + «a^^i 
und aus der Vergleichung mit (24) zu schliessen, dass der Homologiepol durch 
Ooordinaten definiert wird, die proportional den Quadraten der entsprechenden 
Seiten sind: ein solcher Punkt wird von vielen als Lemoine'scher Punkt be- 
zeichnet. Da sich nun die Gleichung des umbesehriebeuen Kreises auf die Form 

reducieren muss, so sieht man, auch ohne sich weiter der Formel (25) zu 
bedienen, indem man sich aber an die bekannte Relation 

4m* =^ ia.^%^ -\- 2a^a^ + 2((^^0g^ ~ %* ■ — ff^* — ■ «/ 

= (»1 + «3 + ßa) (— «1 + cig + og) («^ — 03 + «3) (öl -t- «2 — Ö3) 

erinnert, dass die Ooordinaten des Oentrums des nmbeschriebenen Ki-eisea 
durch die Formeln 

4«*n = V('^^ + %^ — V)! 4a*i/ä = Og^(og^ + «1^ — 03^), 
4ß*,.j = V (V + «s' — «3') 
gegeben sind. Jetzt liefert die Formel (25) 
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r-r ir~+i + - ~ - °i>- 

Was den e itlies linebenaE Kieis anbetnflt, o laast ah da d e Coordinaten 
des Centrums p oport oaal ^ % s n\ (§ 89 b) le cht able ten, dass die- 

jenigen ( tj ) des Homolog %\ ols umgekeh. t j oi ort o al au ^■■\'<i% — «u 
ßj -j- ßj — ~l~ "a — % ^^^^ ^'°-^ 'l"' ■! tann m n. 1 e Gleichung 

des gena nten Iv. s s nnm ttelhar hinschre 1 n 



§ 93. 

Nehmen wir jetzt die gewöhnlichen beweglichen Äxen, d. !i. die 
Tangente und die Normale in. einem Punkte einer beliebigen Curve, 
und erinnern uns daran, da^ die Coordinaten jeder Ecke ^4,- des Funcfa^ 
mentaldreiccks den ünbeweglichkeitshedingungen 

ds Q ' ds g 

genügen. Sind ft-i, fi^, (i^ die barycentrisehen Coordinaten des beweg- 
lichen Anfangspunktes, so werden die Formeln (6) 

(26) «Vi = «32/a — ^8^3» '«"Fa = ■^3^1— ^iJ/s^ «Va '=^1^2— ^iVi, 

und durch Differentiation gewinnt man daraus sofort 

(21) ^ = 2^8 — g/s ^ ^ V s — Vi ^Ih ^ Vi — ya . 

mitliir ist 

(28) x^dfi^ •}- x^dfi^ -\- Xgän^ = ds , y^äfi^ + !/3'''."a ~l" Ps^f^3 = ^ ■ 

Dies Yorausgeschiokt werden wir zur Berechnung der Länge des Bogen- 
elements von der Identität 

(29) Ic^lc, («,^, - a,ß,y + k,\ {a,ß, - aJ.Y + 7^/^ (a,ß, - <^,ß,y = 

= ^icm^ ■ ^fCiß^^ — i^ht^ßif 
Gebrauch machen, welche uns auch im folgenden Dienste leisten wird 
und sich unmittelbar aus der Multip lication der Matrices 

I Kj ttg Kg 1 I ^1«! fta*<s ^f^^i I 
I A ß^ ßA' \ ^ißx Kßi hß% \ 

ei^iebt. Für «^=1, ßi = Xi, h ^= d(ii wird unter Beachtung der 

ersten GHeicbung (28) die Identität (29) 

(a^ — 3:3)* dfig diig + (a^ — x^Y d(t^ (ifi^ + (xj^ — x^y dfi^ d^.j = — ds^ ■ 



y Google 



§ 93. g 94. 125 

Setzt man dagegen die ß gleich den y ond nimmt Rücksicht auf die 
zweite Gleichung (28), so erhält man 

iVi — VaT <^(h ^H 4- {Vb — Vif ^H '^{^1 + (Vi — y^y ^^i äft^^O; 
man findet dann durch Addition die Formel (11) wieder. 

§ 94. 
Ebenso leicht ist die Berechnung der Krümmung. Durch Diffe- 
rentiation der Gleichungen (27) erhält man auf Grund der Unbeweg- 



Nimmt man andrerseits die reeiproke Determinante von (7), so findet 
man unter Beachtung der Formeln (26) 



Setzt man hier auf der rechten Seite die Werte (27) und (30) ein, so 
gelangt man zu der Formel 



(31) 






"' 1, 



Nunmehr gehngt es leicht, eine beliebige durch eine barycentrische 
Gleichung dargestellte Curye im Sinne der natürlichen Geometrie zu 
bestimmen. Die genannte Gleichung bildet mit (2) ein System, welches 
die ji als Functionen einer einzigen unabhängigen Variablen t auszu- 
drücken gestattet. Benutzt man nun die Formeln (11) und (31), so 
sieht man dass sich da die ^Functionen 



(32) 



^-Y- 



\"' dt dt ' a" dt dt ~ 


' dt dt) 




^^ ~dt ^^ 






W = 


f^ä dt dt' 
<^ dt dt' 
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belianüt sind, die natürliche Gleichung der betrachteten Curve durch 

Elimination von t aus den Gleichungen 

(33) s^aj'^dt, p = ^ 

ergeben wird. Man beachte, dass auf Grand der Formel (2) die 
Wronski'sehe Determinante sich einfacher in folgender Weise schreiben 
lässt: 

^-^ '' dt dt^ dt dt' dt dt^ dt dt* dt dt^ dt dt^ 

Die Berechnung Ton W wird oft durch die Bemerkung erleichtert, daas, 
wenn die ji den barycentrischen Coordinaten nur proportional (nicht 
gleich) sind und infolgedessen eine Summe k^l haben, ihre Wronski'sehe 
Determinante den Wert k^ W hat. 

§ 95. 
Ist die Curve durch die Gleichung /"(fti, f/^, ftg) = gegeben, so 
lassen sich sofort drei Grössen finden, die den Differentialen der jt pro- 
portional sind; denn man hat 

wo bei den partiellen Differentiationen nach den (i diese Veränderlichen 
augenblicklich frei von der Beziehung (2) zu denken sind. Andrerseits 
hängt der Proportionalitätsfactor von der Wahl der unabhängigen Ver- 
änderliehen t ab, mithin kann man diese immer in der Weise be- 



(^R\ ^ — ll^K ^ = lf —K. tibi ^'K_ 11 
^^^ dt diii Sil, ' dt (Jfij 9ft, ' dt öfi, dji. 

ist. Danach wird die Formel (32) 

«■»■=<(if)'+v(i^)-+«.-(ijr+(v-v-v),^i; 

Auf ähnliche Weise erhält man durch Einsetzen der Werte (35) ir 
eine der Gleichungen (34) 



und wenn man in die Rechnungen die Operation 

'•*'"^ dt dt 3fii ' dt 3(tä "'" dt gfi, 

einführt, so kann man auch sehreiben 
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d df 

~dt dtJ^.' 



•K^dii. d df 



' 0(1^. dt 
Bemerkt man emilich, dass die Wiederholung der Operation (36) 



d^ "Vi du,^ dji, 

W ^ -^ ~di ~dt d 



liefert, so erhält ] 
(37) 



^1 d'f dfif dfi,, 
" 'Tf ^MfT, ~dt ~dt ' 



§ 96. 
Die letzte Formel lehrt, wenn man darin die Werte (3Ö) einsetzt 
W als Function der ersten und aweiten partiellen Ableitungen Ton / 
nach den (i kennen. Sie vereinfacht sich in bemerkenswerter Weise, 
wenn die Function /' homogen ist: man braucht nur die ersten Ab- 
leitungen niit Hilfe der bekannten Eul er 'sehen Relationen 



(«-1) 



(38) 

WO n der Grad vc 
die beiden Seiten 
sich die rechte in 






f ist, herauszuschaffen. Multipliciert man überdies 
n (37) mit (n — 1)^, so erkennt man leicht, dass 



, "V S'f 



spaltet, wo ff die Summe der algebraischen Complemente aller Ele- 
mente von S, der Hesse'schen Determinante von f nach den (i, be- 
deutet. Nun hat man aber auf Grund derselben Gleichungen (38) 

"^ - l^iH = n(n~ l)f(n^, ft2, f^) = . 



iw dftjdiij '^ 



Mithin ist 



(n— iyW=H, 
und die aweite Formel (33) giebt also schliesslich 



(39) 






■o'f 


-Jlf^ 


8V 


V 


S(.i 8(1, 


8(1, 8(ia 


8Y 


ay 


ÖY 


Sf,Sft 


»!•,' 


8(1, 8(s 


87 


8Y 


SY 


0(1, 3(1, 


3(i( 8(., 


S7 
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§ 97. Anwendung auf die Kegelschnitte. 
Bei den Kegelsclmitten hat man 

mithin nimmt die Gleiclrang (39) die Eorm an 
wo die Function 



*-v(S+'- + « 



\3 kl- 
eine andre quadratische Form ist. Die Discriminante dieser Fomi 
vmteracheidet sich nur um den Factor J^ von der Determinante 

V ^(a^'—a^'—a/) ^ i<H^ ~ a/ — (h^) 

I («/ — «1* — «/) ö/ -y- (öl' — «a' — «9^) 

- (a^^ — ag^ — Oi^) -g («i' — öa' — "/) <"'/ 

Diese ist null, da die Summe der Elemente jeder Reihe Yerschwindet. Durch 
eine leichte Rechnung findet man femer, dass die Summe der algehraischen 
Complemente aller Elemente 9a* ist. Also stellt (§ 88) die Gleichung 
= ein Paar von imaginären Geraden dar. Es ist ferner zu be- 
merken, dass diese Geraden Durchmesser des Kegelschnitts sind, da man 
im Mittelpunkte (vgl. § 91, e) 

K^K = .¥- (5 = 
3(t^ 8ii^ Sfs ' 

hat. Man betrachte inzwischen gleichzeitig mit dem ersten Kegelschnitt 
alle diejenigen, welche dieselben Asymptoten haben, und welche, wie wir 
wissen (§ 91, c), durch die Gleichung f^~c dargestellt werden. Ftir sie 
ist von jedem dj die Grösse c zu subtraliieren : auf diese Weise wird jede 
partielle Ableitung erster Ordnung von f um c vermindert, und man erkennt 
sofort, dass hierbei die Function ungeändert bleibt. Da andrerseits diese 
Function nicht gleichzeitig mit f verschwinden kann ausser, wenn ^ ver- 
schwindet, so gelangt man zu dem Schluss, dass alle Kegelschnitte mit 
einem gegebenen Asymptotenpaare auf zwei gemeinsamen imagi- 
nären Durchmessern eine unendliche Krümmung haben. Eine andre 
Interpretation von ^ ergieht sich aus der folgenden Bemerkung. Fixiert 
man in (40) den Wert von q beliebig, so stellt die so erhaltene Gleichung 
^^^ (a^^^y einen Kegelschnitt dar, der den gegebenen Kegelschnitt in 
■vier Punkten schneidet, in denen p den vorgeschriebenen Wert annimmt. 
Die den unendlich vielen Werten von ^ entsprechenden Kegelschnitte sind 
concentrische Ellipsen; ihre Asymptoten sind die Geraden <P = 0, 
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§ 98. Symmetrische Dreieekaeurven. 
Die durch die Gleichung 
(41) Cifii" + Caft" + Cgfis" = 

definierten Curven, welche von La Gournerie aymmmetrische Drei- 
eckscurven genannt werden, sind von grossem Interesse, weil zu ihnen 
die Kegelschnitte in ihren Hauptlagen zu dem Fundamentaldreiecli ge- 
hören. In der Thafc findet man (§§ 91, h; 92, a, b) füi- n = 2 einen zu 
dem Dreiecli conjugierten Kegelschnitt, für « =^ — 1 einen umbe- 
sehriebenen Kegelschnitt, ivj n = -^ einen einbeschriebenen Kegel- 
schnitt. Die Differentiation der Gleichung (41) liefert auf Grund von (27) 
(4:i) c, f^i""' O2 — Vi) + Ca ftg"-' (^3 — j/i) + Cafis""' Oi — J/s) = ^ . 
Also sind Cj/ii""^, (^fi^""^, Cgfta""^ bezüglieli proportional zu 

l^i (Vl — y^) — l^s (Vs — yd = i(^2-\- !^B)yi — {(hVa + f a^/s) = yi 7 
y^ und j/a , Dies vorausgeschickt erhält man durch Differentiation von (42) 

d. h. 

(43) 'i-'^\i(y^-y^y + ---]' 

wenn man beachtet, dass nach der Formel (7) 

{x^ — x^)yi + (iCa — ^i) i/i + (Xi — ^2) !/3 = — «* 
ist. Nunmehr benutzen wir die Identität (29), indem wir darin ß = 1, 
ß'^=y, hy =^ ^ setzen. Offenbar wird 

Also kommt 

Jl (». - s.)- + »;£ fe -»>)■ + 1^,; (», - ».)■ - - 1 , 

mithin, wenn man in (43) einsetzt, 

^ ^ ^ ~ '» - '^ y-iViVt ' 

Man bemerke h oi f Igendes; Wenn sieh zwei Curven (41), die zwei 
Werten n und n des Exponenten entsprechen, in einem Punkte be- 
rühren so las t aioh m diesem Punkte die Krümmung der einen sofort 
aus derjenigen der andern ableiten; denn die Gleichung (44) liefert, wie 
Jamet bemerkt hat 

[n — 1)4) = («' — l)p'. 
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§ 99. 

Bei der Construction des Ausdmeka (44) ist es vorteilhaft, die 
Polarcoordinaten (n, 9,) der Ecken X; zu benutzen. Man hat )/;==risin6/, 
und die Pormehi (26) liefern ausserdem a^ ^i^ = — r^r^ sin (ß^ — Ö,), 
11. s. w.; aladann wird die Formel (44), wenn man sieh auf den Fall 
)i = — 1 beschränkt, 

_ r,r^r, sin (S, — ö,) sin (g, -~ 6,) sin (9, — ö,) 
^ ~ 2 a'- ■ sine, sine, sin 6^ 

Mit Hilfe dieser Formel konnte Fouret nach Chasles und Mannheim 
mit Leichtigkeit das folgende Problem lösen: Das Krümmungs- 
centrum in einem Punkte M eines Kegelschnitts zu con- 
atruieren, wenn man drei Punkte der Curve und die Tangente 
in M kennt. Sind statt der drei Punkte drei Tangenten gegeben, so 
lässt sich das analoge Problem unmittelbar auf das vorige reducieren. 
In der That liefert für n = — 1 und n' = -^ das Theorem von Jamet 
4p==p', d. h. wenn von zwei sich berührenden Kegelschnitten 
der eine einem Dreieck umbesebrieben und der andre dem- 
selben Dreieck einbeschrieben ist, so ist in dem Berührungs- 
punkt die Krümmung des ersten das Vierfache von der des 
zweiten. Betrachtet man auch den Fall n = 2, so findet man folgendes: 
Sind C, C, C" in einem Punkte M die Krümmungscentra von drei 
Kegelschnitten, die sich in M berühren, und ist zu einem gegebenen 
Dreieck der erste umbesehrieben, der zweite einbeachriebcn, der dritte 
coQJugiert, so ist C" inbezug auf M symmetrisch zu dem Mittel- 
punkte von MC und C symmetrisch zu dem Mittelpunkte von MC. 

§ 100. Anharraonieche Ourven. 
So nennt man nach Halphen die Curven, bei denen das Doppel- 
verbältnis des Quadrupels constant ist, welches von dem 
Punkte M und den Schnittpunkten der Tangente in M mit 
drei festen Geraden gebildet wird. Wenn diese Geraden, die zu 
Seiten des Fundamentaldreiecks gewählt werden, auf der Tangente in M, 
von M aus gerechnet, die Abschnitte \,t^, % bestimmen, so drückt 
man das Problem in einer Gleichung aus, indem man schreibt 
(45) c^t^t^ -\- c^t^t^ + c.J^% =0, 

wobei CiiCsjCg drei Conatanten sind, deren Summe Null ist: das 
Doppel Verhältnis hat bekanntlich einen der Werte 
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§ 99. § lOn. Anbarmonische Curven. § 101. 13 

Diu Längen t lassen sich nan leicht berechnen, nnd man findet 

^ Vä —Vi' ^ ^ y, — Vi' Hl — y^' 

so dass die Gleichung (45) 

(«) °^ fe -!/,) + J fe - a) + J- (!i, - »,) - 

Pi Cs Ca 

wird, d. h. auf Grund von (27) 

Diese liefert integriert die barycentrische Gleichung der anha 

monischen Cnrven 

(47) f(/' ,«/' ji/' = Const. 



§ 101- 
Das System, welches die Gleichung (4G) zusammen mit Ci-\-c^-\-c^^ 
bildet, giebt 

(48) .^ = ^^ _ -^ . 

mithin ist 

C^ cot ö, -j- t'ä cot ög -j- (^ cot ög = . 

Auf diese Weise findet man die dualistische Eigenschaft zu der als De- 
finition angegebenen, nämlich die folgende: Das Doppelyerhältnis 
des von einer beliebigen Tangente und den Verbindungslinien 
des Berührungspunktes mit drei festen Punkten gebildeten 
Quadrupels ist constant. Hiernach können wir in jedem Punkte 
die Tangente conatruieren. Um das Krümmungscentrum zu conatruieren, 
wollen wir zunächst beweisen, dass die anharmonischen Curven 
ein Grenzfall der symmetrischen DreJeckacurven sind. Wenn 
die Summe der e null ist, so lässfc aieh die Gleichung (41), nachdem 
man die rechte Seite durch das Produet von n mit einer Constanten 
ersetzt hat, so schreiben: 

^, C; ^ Const. 

Dann findet man aber, da 

lim — - — = log (t 

ist, für unendlich abnehmendes n die Gleichung (47) wieder. Dies 
vorausgeschickt liefert für « = 2 und k' = das Theorem von Jamet 
ß = ^4»', d. h. das Krümmungscentrum einer anharmoniaehen 
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einem Puntte M ist inbezug auf M symmetrisch zu 
dem Krömmungscentrum desjenigen zu dem Fundamentaldrei- 
eck conjugierfcen Kegelschnitts, welcher in ilf die betrachtetü 
Curve berührt. 



§ 102. Beispiel. 

a) Ein interessantes Beispiel einer anliajrmoiiischen Ourve bietet sich 
uns in der Potenzcurve eines Dreiecks, d. h. dem Ort aller Pualtte M, 
deren baryeentrische Ooordinateii proportional derselben Potenz w der eor- 
respondierenden Seiten sind. Za diesen Punkten gekoren immer (§§ 89, 92) 
der Schwerpunkt des Dreiecks (m = 0), der Mittelpunkt des oinbe- 
sehriebenen Kreises {w ^ l), der Lemoine'sche Punkt (n = 2), u. s. w. 
Um eine bestimmte Voi-stellung zu haben, werden wir beständig annelimen 
fflj > öj > «3 und der Kürze wegen 



c, = log^ 



^3 = 



setzen, wobei 
scMckt ergieb 



wir bemerken, dass Ri -f- *^ -|- c, 
sich aus der Definition 



= ist. Dies 1 



V +«/+«, 



(49) 



sofort, dass der Ort eine anharmoniscbe Curve ist; denn man bat ft^'^'^^' =1- 
Gleichzeitig zeigen die Formeln (49), dass, wenn n unendlich zunimmt, 
fij nach der Einheit convergiert, fi^ und ftj nach Null. Dagegen convergiei-t, 
wenn M nach — oo abnimmt, ft^ nach der Einheit, während fig und (tj^ 
nach Null eonvergieren. Also gehören der Potenzcurve auch die Ecken Ä.^ 
und jäg an, welche der grössten und der kleinsten Seite gegenüberliegen. 
Wie verhält sich die Curve in der Umgehung dieser Punkte? Wenn M 
nach A^ hinviickt, so fällt in der Grenze die Gerade MA^ mit der Tangente 
in A^ zusammen, mithin muss dasselbe für MA^ oder ^^".^3 eintreten, damit 
das Doppel Verhältnis der vier Geraden seinen Wert bewahrt. Also muas 
die Curve in der Ecke A^ eine der Seiten berühren. Um aber die vorge- 
legte Frage genau zu beantworten, muss man auf die Formeln (48) zurück- 
greifen, welche im vorliegenden Palle 



(50) 



werden und ohne weiteres 



Vi 



y. 



lim ^ = ü 



„Vi 



liefern. Da nun aber i/g nicht grosser als c(g werden kann, so muss lim »/g = 
sein, d. h. die Tangente in A^ ist A^A^. Auf ähnliche Weise zeigt man, 
dass AgA^ die Tangente in A^ ist. Demnach berührt die Curve in den 
Endpunkten der mittleren Seite die beiden andern Seiten. Daraus 
folgt, dass für unendlieh zunehmendes n der Grenzwert von »/^ die Ent- 
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fermmg der Ecke A^ von der gegenüberliegenden Seite ist imd für iinend- 
lich abnehmendes n der Grenzwert von j;^ die Entfernung der Ecke A^^ von 
der gegenüb erliegenden Seite. Also ist 

lim ä/g = ^ , lim (/i = ^ ■ 

Wendet man .mm die Formeln (50) an, so findet man für unendlich m- 



Ähnlieh leitet man aus den Formeln (49) ah 

lim fii = lim (^)"f^ = lim (^-)"f^s = 1 . 1™ (^) f^i(*af3 = * ■ 

Andrerseits liefert abgesehen vom Vorzeichen die Formel (44) für jede an- 
harmonische Curve 

mithin ist auf Grund der ohigen Resultate 

(51) lim {^)\ == 5^ ■ 

4.1<!0 ist im tUt,eniPmen m dei Ecke A^ die Krümmung null oder un- 
endlich und zw-ii null wenn (i^^^ a^a-^, unendlich, wenn a^^ <C (i^c^ 
ist Man wmle m analogei Weife zeigen, dass in A^ unier denselben Um- 
ständen die Krümmung imendlich bezw null ist. Eine Ausnahme machen 
nui diejenigen Dieieeke, deren 'weiten eine geometriscbe Progression bilden. 
Eni sie ist flg^ ^ f(^«g , 'i = '3 = ^<k- ^us der vorstehenden Dis- 
LUSfion gebt hervor, dass der Krümmungsradius in den Endpunkten der 
mittleren beite Weite annimmt, die den (juben der aastossenden Seiten pro- 
portional sind, und es ist femer leicht in beweisen, dass der Krüramungs- 
raJius pioportional dem Cubus dei mittleren Seite wird in dem Schwerpunkt, 
wo man hat 

Dies 1 dtutft diss ini Schwerpunkt der osculierendc Kreis gleicb dem um 
beschnei" enen Kreise des Dreiecks wird Übrigens ist in dem betrachteten 
Specialfaü die Potenzcurve ein Kegelschnitt, da die für die r gefundenen 
Werte die baiycentnsche Gleichung auf die Form /i^^ = fijftj bringen. 

b) Die Potenzcurve kann aus dem Dreieck hinaus fortgesetzt werden, 
indem mm h unaginSie Weite urteilt Man verwandle » in k + m ")/ — 1 , . 
bfi/euhne mit 0, das iigument von « ^~^, welches offenbar gleich mlogo, 
ist, mit > und den Modul und das Aigument der Surmne ij" -|~ n^" -f- Cg" 
nach dei Veianderung von «, und man bemerke, dass die Formeln (49_) 
jfi,= «"J"'"^''"^ liefera '3oll dei Punkt (f*i, fa, f'B) i'eell Bein, so ist 
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ass di~ 6 ein Vielfaches voa tc ist. Setzt 
erhält man rfi; = ( — if^Oi"; mithin ist 



(- 1)"" 



(- 1)""^" 



(-If 



(_ i)"".«," + (_ ly^a," + (- i)"X" 



Man kann immer annehmen, dass alle Zahlen m; gerade aind, oder dass 
eine einzige ungerade ist. Bei der ersten Annahme gelangt man wieder 
zu dem Punkte M, der durch die Gleichungen (49) definiert wird; hei der 
zweiten erhält man einen neuen Pimkt M\ der in einer einfachen Beziehung 
zu M steht: wenn die ungerade Zahl my ist, so wird die Strecke MM' 
von der Ecke Äv und von der gegenüherliegenden Seite harmo- 
nisch geteilt. Wie hestimmt man vV Bemerken wir, dass 



"('s- 



= (m 



-«Jg)jt 



ist. Es ist also vor allen Dingen nötig, dass die gegenseitigen Verhältnisse 
der Zahlen c rational sind. Wenn dies der Fall ist, so lassen sich drei 
ganze Zahlen Cj , Cg , e^ ohne gemeinsamen Teiler finden derart, dass c,= e^c 
ist. Zwischen den Seiten des Dreiecks besteht alsdann eine Relation von 
der Form 
(52) «/■V'=«/'+^'. 

Da die Zahlen Cj , e^, e^ proportional m.^ - — n% , m^ — »% , «% — »«^ sind, 
80 ist offenbar eine einzige unter ihnen gerade, und zwar e,. Dai-aus 
folgt, dass bei gegebener Relation (52) die Zahl v bekannt ist; denn man 
hat V = 2, wenn e^ und e^ ungerade sind; v = 1, wenn % gerade und ßg 
:; V = 3, wenn e^ ungerade und e^ gerade ist. Wenn also die 
der Zahlen e möglich ist, so besitzt die Curve Zweige (JK") 
ausserhalb des Dreiecks, welche aus dem innem Zweige (Jf) durch eine 
hannonisehe Homologie hervorgehen, deren Pol die Ecke Äy und deren Ase 
die gegenüberliegende Seite ist. Offenbar erhält man für v == 2 einen einzigen 
Zweig (M'), der zusammen mit (M) eine Art von Oval bildet. Ganz anders 
ist die Gestalt der Ourve, wenn v^l oder v = 3 ist. 
Betrachten wir z. B. den Fall v = 1. Die Gerade, 
welche die Mittelpunkte der Seiten Ä^Ä^, A^A^ ver- 
bindet, trifft (üf ) in einem Punkte P; und der Punkt P', 
der P entspricht, liegt auf A^P im Uneadliehen, Die 
"" ngente in P transformiert sich in die Tangente in P', 
' d. h. in eine Asymptote, welche sich leicht construieren 
lässt, indem man durch den Schnittpunkt der Tangente 
in P mit A^A^ , der Ase der Homologie, eine Parallele 
zu P^i zieht. Die Bogen PA^ und PÄ^ transformieren 
sich offenbar in zwei Zweige, die asymptotisch zu der 
soeben construierten Geraden ins Unendliche verlaufen 
und den inneren Zweig in A^ und A^ bezüglich derart 
Eig, 38, berühren, dass man in A^ eine Spitze und in A^ einen 

Wendepunkt hat, ohne dass die Erümmnng in dem 
ersten Punkte notwendig imendlich und im aweiten Punkte null ist. 
Übrigens gewinnt man genauere A.ufschiüsse über das Verhalten der Curve 
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in den Endpunkten der mittleren Seite ohne Schwierigkeit aus den Formeln 
(32) und (51). Die erste von ihnen führt dazu, in der Umgebung von 
A^ zu schreiben s = e'~'"'' und s = e""^' in der Umgebung von Ag, während 
sieh (51) leicht auf die asymptotische Form q = Jie''^'''-~'^^ bringen lässt. 
Daraus folgt, dass sich in der Umgebung von A^ die Curve verhält, wie 

wenn ihre natürliche Gleichung p = As ~^ wäre, und in der Umgebung 

von Ag, wie wenn die Gleichung g = ä;s ^i wäre. Jetzt braucht man 
sich Bur an das im ersten Kapitel (§ 11, e) gesagte zu erinnern, um die Dis- 
cnssion zu vervollständigen. Wir konmien also zu dem Gesamtergebnis, dass 
die Potenzcurve eines Dreiecks drei wesentlich verschiedene Formen haben 
kann, welche von der Relation (52) abhängen. Wird diese von keinem 
Paare ganzer Zahlen e^^ und e^ erfüllt, so bricht die Curve, welche ganz im 
Innern des Dreiecks liegt, in den Endpunkten der mittleren Seite ab. Be- 
steht zwischen den Seiten eine Eelation (52), wo e^ »md i% ungerade sind, 
so ist die Potenzcurve eine geschlossene Curve. Wenn endlieh e^ oder e^ 
gerade ist, so ist die Curve ungeschlossen und besteht aus zwei Zweigen, 
welche von einer Spitze ausgehen und asymptotisch zu einer und derselben 
Geraden ins UaendHehe verlaufen. Ein Zweig liegt ganz ausserhalb; dei- 
andre, der zuerst im Innern liegt, erfährt beim Übergange nach aussen eine 
InflexioE. Während die Potenzcm've im ersten Falle transcendent ist, ist 
sie in den beiden andern algebraisch von gerader bezw. ungerader Ordnung. 
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Achtes Kapitel. 
Scharen ebener Cnrveii. 

§ 103. 
Wir betraehten eine stetige Function der Punkte dei Ebent, d h 
eine Veränderliche »t, die in jedem Punkte M einen voigesohiiebenen 
Wert annimmt und sich unendlich wenig ändert, wenn M m der Ebene 
eine unendlich kleine Verriiekung erfährt. Wenn die Werte, welche u 
erhalten kann, sämtlich reell sind, so ist ihre Anzahl einfach unendlich, 
während die Punkte der Ebene eine doppelte Unendlichkeit bilden 
Wenn man also ii einen constanten Wert auferlegt, so ist dadnich m 
der Ebene eine Curve bestimmt; ändert man alsdann den genannten Weit, 
so bedeutet dies den Übergang von einer Curve zu einer andern. Daiaus 
folgt, dass jede reelle Function der Punkte einer Ebene die analytische 
Darstellang einer einfach unendlichen Curvenschar in sich schliesst, 
deren Eigenschaften sich daher durch geometrische Interpretation der 
Eigenschaften der Function ergeben müssen. Es ist von Wichtigkeit, 
zu bemerken, dass die unendlich vielen Functionen von u keine neuen 
Curvenscharen definieren. Sie liefern alle die eine durch w selbst de- 
finierte Schar, und wir werden in kurzem sehen, dass es keine andern 
Functionen giebt, die zur Darstellung der genannten Schar geeignet sind. 

§ 104. 
Wenn eine Verschiebung ds des Punktes M bei der Function w 
das Increment du hervorbringt, so nennt man das Verhältnis -j- den 
Differentialquotienten von m in der Bichtung jener Verschiebung 
und b &G hnet hn mit -=- , wenn es sich um eine besondere Richtung 
hl lelt 1 e ma von den andern unterscheiden will. Eine Function hat 
also n jedem P ukte unendlich viele Differentialquotienten; aber diese 
hangen n sehr einfacher Weise ab von den Quotienten, die sich auf 
zwei beliebige zueinander senkrechte Richtungen beziehen, oder von 
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dem einen Quotienten, der sich auf eine ganz bestimmte Richtung 
bezieht. Es sei in der Thafc M" die Projection des Endpunktes M 
der Strecke MM'='ds auf eine durch M hindurchgehende Gerade, 
und rfSj, rfsg seien die Längen der Strecken MM", M"M', so dasa 

ist. Geht man von M zu M" über, so nimmt die Function den Wert 
u -\- |— ds^ an; dieser erhält dann beim "Übergange von M" zu M' ein 
Increment, welches man unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen 
von höherer Ordnung gleich -w— ds2 setzen kann, wo -k— für den 
Punkt M berechnet ist. Ist nun u -\- du der Wert der Function in 
M', so sieht man, dass 

dti = ^R— ds, -\- ^— rfs. 



ist, mittiii 




(1) 


s=. 


Setzen wir zi 


nr Abkürzung 




Ju 



und betrachten wir die Richtung MN, für welche 

(2) cos ra» = ■ ■ — , sin a)n= —;=■ — 

ist. Für diese Richtung liefert die Formel (1) Y^Ju als Wert des 
DifFerentialquotienten; ferner geht dieselbe Formel (1) auf Grund von 
(2) über in 

— = \/]ju . cos (m — (Oq) , 

und man erkennt auf diese Weise, dass die Richtung MN diejenige 
ist, in welcher sich u am schnellsten ändert. Dagegen ist in 
der zu MN senkrechten Richtung MT der Differentialquotient null, 
d. h. die Function hat das Bestreben constant zu bleiben. Also 
ist MT die Tangente und daher MN die Normale derjenigen Curve 
der Schar, längs welcher u den Wert bewahrt, den es in M hat. 

§ 105. Erster Differentialparameter. 
Als erster Differentialparameter einer Function ti in einem 
Punkte wird das Quadrat des grössten Differentialquotienten, d. h. zlu, 
bezeichnet. Dieser Ausdruck ist eine Invariante, da er (nach der De- 
finition) eine von jedem Coordinatensystem unabhängige Bedeutung hat. 
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Im aUgemeinen deiiuiert die Function z/u eine neue Curvenschar, welche 
mit der durch u definierten Schar zusammenfällt, wenn diese aus 
parallelen Curven besteht. In der That, fixiert man für u zwei un- 
endlich benachbarte Werte u und u -)- äu, die zwei Gurren definieren, 
80 ist der von der zweiten Curve auf der Normale der ersten bestimmte 
Abaclinitt, vom Incidenzpunkte aus gerechnet, ds = -^= . Soll nun ds 

längs der ersten Curve constant sein, so ist daau notwendig und hin- 
reichend, dass es sich nicht ändert, solange u ungeändert bleibt, d. h. 
dass ^u nur von u abhängt. Soll also die durch die Function u 
definierte Schar aus parallelen Curven bestehen, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass ^ii eine Function von m 
allein ist. 



§ 106. 

Der erste Differentialparameter lasst sich auch als ein Specialfall 

des gemischten Differentialparameters zweier Functionen 

. N _ 8w dv , du dv 
zJ I^M, oj — g^ ■ -^ -1- g^ ■ ^ 

betrachten. Auch dieser ist eine Invariante. Sehreibt man nämlich die 
Formeln (2) für die Normalen der beiden Curven 

w ^ Const. , V ^ Coust. 
in einem diesen beiden Curven gemeinsamen Punkte, so findet man 
sofort, daas ihr Winkel oder auch der Winkel ^ der beiden Curven 
durch die Formel 

cos Tp = - - 

gegeben ist. Dieselbe setzt die invariante Bedeutung von ^ (u, v) in 
Evidenz luid zeigt überdies, dass das Verschwinden des gemischten 
Differentialparameters von zwei Functionen notwendig und 
hinreichend ist für die Orthogonalität der durch diese Func- 
tionen dargestellten Curven. Bemerkt man ferner, dass man auch 
schreiben kann 



sm ^ = 



ds, ds. 



und dass es zum Versehwinden des zweiten GUiedes notwendig und hin- 
reichend ist, dass « eine Function von u ist, so erkennt man, dass dies 
die hinreichende (vgl. § 103) und notwendige Bedingung dafür ist, 
dass ti und v dieselbe Curvenscliar darstellen. 



y Google 



16, § 1U7, Zwtiter DifferentiiüpanimBter. g 108. Isoinormo Cui'vensoliure 

§ 107. Zweiter Differentialparameter. 
Die Operation 



welche den Differentialquotienten in einer beliebigen Eiehtung liefert, 
wollen wir uns in derselben Ricbtung, die wir als unveränderlich 
annehmen, wiederholt denken: es sei 

-— = cos (0 .5- - + sm (0 -^— ( cos ö -r. h sm (0 -^ I - 

ds' \ öSi ' cnj \ öS, I Bis/ 

Setzt man zur Abkürzung 

so erhält man 

£t = cos= c (^ + g^ ^) + sän^ Q (g|, + §, ^) 

1 ■ / d^ , d" ^ s ^ e \ 

Wendet man diese Operation ebenso in der durch den Winkel <a -\- -^ 
definierten Richtung an und addiert dami die beiden Resultate, so er- 
kennt man sofort, dass die Summe der zweiten Differential- 
quotienten in zwei (in der Ebene festen) Richtungen in einem 
Punkte eonstant bleibt, wenn die Richtungen variieren, indem 
sie fortwährend auf einander senkrecht stehen. Diese Summe 
ist ee, welche man den zweiten Differentialparameter der betrach- 
teten Function u nennt und mit zl^u bezeichnet. Man hat also 

^'-w'+i' + ^'k + ^'h 

oder 

Man nennt ferner harmonische Functionen diejenigen Functionen, 
welche einen beständig verschwindenden zweiten Differentialparameter 
haben, 

§ 108. Isotherme Curvenaoharen. 
Isotherm nennt man jede durch eine harmonische Function de- 
finierte Curvenschar, und diese Function bezeichnet man als den iso- 
metrischen Parameter der Schar. Wie verfährt man, um zu er- 
kennen, ob die durch eine Function 11 definierte Schar isotherm ist? 
Wenn nicht ji^it = ist, so ist damit nicht gesagt, dasa die Schar 
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nicht isotherm ist, soiidem nur, dass m nicht ihr isometrischer Para- 
meter sein kann. Dieser Parameter muse jedoch auf Grund der Sehlusa- 
bemerkung in § 106 eine Function von m sein. Um min die Operation 

(4) auf F{u) anzuwenden, bemerke mau, daas 

ds äs' ds^ ds* "t" \da) ' 

mithin 

(5) ^^F = F'^^u + F"Ju 

ist. Wenn die Schar isotherm ist, so mnss eine Function F existieren 
derart, dass j^^F null ist, und man hat daher 

^'»_.. F-{u) 

Ju F'{u) > 

d. h. das Verhältnis der beiden Differentialparameter ist eine Fxmction 
von (( allein. Tritt umgekehrt der Fall ein, dass man das genannte 
Verhältnis gleich einer Function f(u) findet, so erhält man durch Sub- 
stitution von f(u) auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung und 
durch Integration 

Denken wir uns diesen Wert von F in (ö) eingesetzt, so sehen wir, 
dass J^F =^ herauskommen muss und daher die Schar isotherm ist 
und den isometrischen Parameter F besitzt. Soll also die Curven- 
schar, welche durch die Function tt definiert wird, isotherm 
sein, so ist daau notwendig und hinreichend, dass das Ver- 
hältnis der Differentialparameter von (( eine Function von ii 
allein ist. 

§ 109. Krummlinige Coordinaten. 
Betrachten wir jetzt zwei Curvenscharen, die durch die Functionen 
q^ und jj definiert sind. Wenn zwischen ihnen keine Relation besteht, 
wenn also die zugehörigen Curvenscharen nicht zusammenfallen (§ 106), 
so ist die Anzahl der Wertepaare ju Sk doppelt unendlich, ebenso wie 
die Anzahl der Punkte der Ebene, und jeder solche Punkt M lasst sich 
ansehen als dargestellt durch die beiden Werte q^ und q^ {die krumm- 
linigen Coordinaten), welche in den entsprechenden Scharen die- 
jenigen Curven charakterisieren, die durch M hindurchgehen. Es macht 
wenig aus, ob einem Wertepaar (g,, q^) Punkte entsprechen oder ob 
ihm überhaupt keiner entspricht, und ob einem oder mehr Punkten 
keine Werte von q^ und q^ entsprechen; wir werden trotzdem (aber 
nur, damit unsere Betrachtungen klarer und präciser werden) annehmen, 
dass die Punkte der Ebene mid die Wertepaare (q^, q^) in eineindeutiger 
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' stehen. Wir werden uns demgemäsa denken können, dass 
durch jeden Punkt M nur zwei Curven (Coordinatenlinien) hindurch- 
gehen, and zwar eine von jeder Schar, und wir werden als g^-Linie die- 
jenige bezeichnen, welche der durch die Function q^ definierten Schar 
angehört, und als g^ -Linie die andere, so dass die gi-Linie immer die- 
jenige ist, längs welcher nur g; variiert. Wenn ^(ö'i,gg)=0 ist, 
30 sind die beiden Scharen orthogonal. Diese Voraussetzung werden 
wir von jetzt an immer machen. Wir wollen ferner übereinkommen, 
in dem Sinne die Richtung der Tangente jeder gi-Linie zu wählen und 
den Bogen s,- zu rechnen, in welchem g; wächst. Wählen wir fei'uör 
die Nonnale von g^ in dem Sinne der Tangente von q^ ' ^'* müssen 
wir aber als entgegengesetzt die Richtungen der Normale von q^ 
und der Tangente von j^ betrachten, damit sieh die positiven Rich- 
tungen der Tangente und der Normale von q^ mit den entsprechenden 
von 2g zur Deckung bringen lassen. Dies vorausgeschickt ist nacb dem 
in § 105 gesagten der zwischen zwei unendlich benachbarten g^ -Linien 
enthaltene Abschnitt der o, -Linie ^ds, = - ,-?'- , und wir werden ihn 

der Kürze wegen mit Qxäq^ bezeichnen. Ebenso ist zwischen zwei un- 
endlich benachbarten 2i-Linien ein Abschnitt ds^ = Q^dq^ der g^ -Linie 

enthalten, weicher eleieb -;;= ist, so dass man nach dieser Definition 
^ 1/25 ' 

(6) l/^---^;, l/3S = --g 

hat, wo die Q nach den anfangs gemachten Vereinbarungen nur posi- 
tiver Werte fähig sind. Es ist hier von Wichtigkeit, zu bemerken, 
dass das Quadrat des Bogenelementa (is = yrfs^^-j-t?S2^ durcb die Formel 

ds^ = Q.^dq,' -f Q/äq^^ 
gegeben ist; und da man jedes qt durch eine Function von g; ersetzen 
kann, so ist klar, dass jedes Qi mit einer beliebigen Fnnetion von g; 
miiltiplicieii; werden kann. Offenbar ist 
(7^ ■ ^Si _ _1 ^ _ i. 35^ — «'ä, _ n 

'• •^ d's" "^ g,' e% ^ ft ' 'e«» ~ ds; ~~ "^ ■ 

Qx und 0g sind wie g^ und q^ Functionen des Punktes M: sie sind 
also Functionen der unabhängigen Veränderlichen g^ und q^. 
Das gleiche iäast sieb von jeder Function der Punkte der Ebene sagen. 
Die partiellen Ableitungen nacb den g stehen dann in einem einfachen 
Zusammenhange mit den Operationen, welche die in § 104 definierten 
Differentialquotienten liefern; es ist nämlich 



(8) 



Q, dq, ' esj Q^ dq. 
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Also kann man die genannten Quotienten nur dann als Ableitungen 
im eigentlichen Sinne betrachten, wenn Q^ eine Function von ^j 
allein und Q^ eine solche von g^ ist. Wir wei-den sogleich sehen, daas 
dies nur stattfindet, wenn alle Coordinatenlinien Geraden sind (carte- 
sische Coordinaten). 



§ liO. Fundamentftlformeln. 
Wir wählen als a;-Axe die Tangente der g^-Linie in M (dem be- 
weglichen Anfangspunkt) und als ?/-Axe die Tangente der g^-Liiie i^^*^ 
Normale von q^). Die caitesischen Coordinaten eines festen Punktes 
müssen inbezug auf die erste Linie den ünbeweglichkeitsbe dingungen (§ 12) 

3ä, e, ' 9s, e, 

genügen. Inbezug auf die g^-Linie sind die Coordinaten x und y von P 
y und — X, mithin werden die UnbewegHehkeitsbe dingungen 

Bemerken wir inzwischen, dass die in § 107 betrachtete Function cj 
sich von der im ersten Kapitel beständig mit 9 bezeichneten nur im 
Vorzeichen unterscheidet und dass daher 



ist. Hiernach sieht man, dass die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die TJnbeweglichkeit des Punktes {x, y) 

dy_ _ 



(9) 



|f = -§,=.-~l, If-f,, 



sind. Will man ferner die Variationen der Coordinaten eines Punktes P 
haben, wenn der Anfangspunkt von einer Lage M zu einer andern M' 
übergeht in einer Richtung, die mit der a;-Axe einen beliebigen Winkel a 
bildet, so hat man offenbar 

K - (s; + Si'J + 1) <=™ »' + (If - S,y) ™ ■», 
Ä - (If + §»== + 1) »" + (If - 5.»^) ^ ° ■ 

Dies sind die Fundamentalformeln für die natürliche Analysis der 
zweifachen Orthogonalsysteme ebener Curven, 
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§ 111, Integrabilitätsbedingung. 

Gegeben seien die Functionen u, v. Wir stellen uns die Aufgabe, 
die notwendige und hinreichende Bedingung für dio Exiaten/ 
einer Function f zu finden Fon der Beschaffenheit, dasa 

(1°) »-K- »=l{ 

ist. Nach den Formeln (8) ist dies gleichbedeutend mit der Frage 
nach de]' Bedingung dafür, dass (^i** uk'^ ^a*' die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von einer Function /"fe, Sa) siud. Bekanntlich ist die 
Bedingung hierfür 



odor 



Sft" _ J^^ft_« 



d. h. ausführlich geschrieben 

£m _ ^ _ a log ft _ 3 log ft 

Setzt man in diese Gleichung die Werte (10) ein, so sieht mau, dass 
für beliebiges f die Bedingung 

,,,-, g' S' _ d log Q, 8 d log ft 8 

'■ ^ 8s, 3s, 8s, 8sj 3s, 3sa Ss^ 8s, 

erfüllt sein muss. Diese werde auf die Function x angewandt unter 
Beachtung von (9). Zunächst hat man 

mithin nach (11) 

Verfährt maa in analoger Weise mit der Function «/, so findet man 

(13) (H + 1 + «■ ^- + §^ tI*) - - a - "f ■- ■ 

Diese Relationen müssen bestehen, welches auch die Werte von x und 
von y sein mögen. Betrachtet man z. B. den Augenblick, wo M durch 
einen gegebenen festen Punkt F hindurchgeht, so hat man 3^ = 0, 
y = 0, und die Formeln (12) und (13) iiefern uns 

(14) a-^. a-Tfr"- 
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Hiernach lässt. wich die Integrabilitätsbedingung auf die defiiiitire 
Form 



bringen, und die Bedingung (11) wird 



§ 112. Lam^'sohe Belation. 

Diö Krümmungen ^^ und §^ sind nicht voneinander unabhängig. 
Trägt man nämlich die Werte (14) in die Gleichungen (12) und (13) 
ein, so reducieren sieh diese auf die eiue 



Ä + S; + ft' + «>'-»' 



(IG) 



welche man die Lame'ache Relation nennt. Sie drückt (wie sich 
dureh eine einfache Rechnung ergiebt) die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz zweier Functionen 
0"^ und 3^2 ^^'^ 3i ^^^ 2ä ^^ä ^'^^ ^^^ Beschaffenheit, dass 
dx^' -\- äx^ das Quadrat des Bogenelements darstellt. Bringt 
mnn die Lame'sche Relation auf die Form 



-(4 + &)ä-(i^ + a)«.. 



(") 



so sagt sie sofoit, da&s g^ und — g^ die Differentialquotieiiteii einer 
Function a sind, was wir bereits aus den Formeln (3) wussten. Der 
Formel (16) kann man eine indere Form geben, indem man darin an 
Stelle der § die Weite (14) setzt. Beachtet man, dass 



(18) 



1 88." 

"9,e, 8s, 



- + §■»- 



«,«. 



_?«Llf 



ist, so wird die Relation (16), naclidein man sie auf die Form (17) 
gebraclit hat, 



le 
dei 

Q>Q. Ug. \Q, dqj ^ dq, \Q, 8qJ} 



Es ist auch nützlich, die (von Lame angegebene) Form zu notieren, 
welche die Operation (4) auf Gmnd der Formeln (18) aunimmt, nämlich 
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§ 113. 
Für eine tarmonische Function tt muss die Operation (4) zJ^ti = 
liefern, d. h, es muss sein 

mithin sind -^ und — -k— die Differentialquotienten einer Function v: 



Man bemerke gleichzeitig, dass die durch die Functionen u und v de- 
finierten CurTenseharen zueinander orthogonal sind, da ^ (u,v) =^ 
ist. Nun ist aber auf Grund von (15) 

'*'''- (I.- + §■)!;- bl + a)!?-»- 

Also ist V harmonisch, d. h. wenn in einem Paare orthogonaler 
Scharen ebener Gurren die eine Schar isotherm ist, so ist 
auch die andere isotherm. Zu diesem Satze gelangt man auch unter 
Benutzung der in § 108 angegebenen Regel, nach welcher man ent- 
scheidet, ob eine Sehar isotherm ist. Man wende in der That die 
Operation (4) auf g, und q^ an, indem man die Formeln (7) beachtet. 
Dann erhält man unter Benutzung von (18) 



^'^Hl+9')k=mAl ^^'={l+9)k 


1 ä C, 


ferner, wenn man sich an die Formeln (6) erinnert, 




und endlich 





Diese Formel zeigt deutlieh, dass die am Ende von § 108 angegebene 
Bedingung, wenn sie von einer der Scharen erfüllt wird, auch von der 
andern erfüllt wird. Wählt man ferner für q^ und q^ die isometrischen 
Parameter, so ergiebt sich aus den Formeln (19), daas das Verhältnis 
von (^^ zu Q^ constant ist und dass umgekehrt dies nicht stattfinden 
kann, ausser wenn q^ und q^ harmonische Functionen sind. Daraus 
folgt, dass die Paare von isothermen Orthogonalscharen ebener Curven 
durch die Möglichkeit charakterisiert sind, Q^ = Q^ zu machen, da 
man immer jede Function Q oder g mit einer Constanten multipli eieren 
kann. Alsdann ist das Bogenelement durch die Formel 



ds^=q^{äq,^^dq/} 
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gegeben, und ee genügt dq■^^ = dq^ ku nehmen, damit in jedem Punkte 
rfsj = (?Sg ist. Dies pflegt man so auszudrücken, dasa man sagt: Die 
Curven jedes isothermen zweifachen Orthogonalsyatems teilen 
die Ebene in unendlich kleine Quadrate. 



8 114. 

Um sich zu vergewissern, ob eine Doppelschar von orthogonalen 
Coordiuatenlinien isotherm ist, genügt es, zu sehen, ob eine der beiden 
Scharen isotherm ist, und es muss sich daher bei Anwendung des in 
§ 108 bewiesenen Kriteriums auf eine der Formeln (19) 

ergeben. Mit Hilfe von zwei aufeinanderfolgenden Integi-ationen erkennt 
man, dass das Verhältnis der Functionen Q gleich dem Pro- 
duct einer Function von q^ allein mit einer Function von q^ 
allein sein muss. Dies ist die charakteristische Eigenschaft der Func- 
tionen Q bei den isothei-men Doppelscharen. Um dieselbe in den § 
auszudrücken, bemerken wir unter Erinnerung an die Formeln (14), dass 






:i«gl = ^ 



ist. Sollen also die Functionen gj^ und §^ (welche notwendig an 
die Lame'sche Relation gebunden sind) eine isotherme Doppel- 
8char definieren, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass 
man hat 

Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Function w, welche 
in den Formeln (3) auftritt, harmonisch ist; denn man hat 



§ 115. Formel von Bonnet. 

Diese Formel dient dazu, in jedem Punkte M die Krümmung der- 
jenigen Curve ans der durch eine Function m definierten Schar anzugeben, 
welche durch den Punkt M hindurchgeht. Die Neigung ro der Tan- 
gente dieser Curve im Punkte M iässt sich, wie in § 104 gezeigt wurde, 
berechnen, indem man schreibt 
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COS 0) -Ä 1- sin ej -^^ == . 

Dann ergiebt sich 

(21) cos o = —pz^ 3— , sin o = ;= ^^ 



ISS man darauf achtet, die Vorzeichen so z.u fixieren, 
dass unter Berüeksichtignng der Formeln (6) und (7) to = wird für 
li = q^ und ra ^ - für «( = g^. Es sei tp die Keigung der Tangente 
der 3j -Linie gegen eine feste Gerade; dann werden <p -\- -^ und q> -]- a 
die analogen Winkel für die 53-Linie und für die betraciitete Ciirve 



sein. Also ist 






d , , . 1 
^ (9 + «) = - 


mithin 




(22) |_-äco»» + &»m 




Andrerseits hat man 




-- — cos oj — 4- sin ra — — — P 


■in ej — ■ 3— cos (0 . 


Also ist 





Setzt man jetzt in diese Gleichung die Werte (21) ein, so erhält man 

-^(4 + «.)(yä:l9 + (^ + a)(^l;) 

also schliesslich 

Auf diese AVeise kennen wir die Krümmung in ausgesprochen in- 



varianter Form. 



116. 



a) Man bedachte die Trajeetorien eonstanten Winkels der Linien 
einer Schar, ä. b. die Curven, welche die genannten Linien, z. B, die 3^-LinJen, 
unter constantem Winkel to treffen. Offenbar gehen durch jeden Punkt M 
unendlich viele Trajeetorien, deren jede einem Weiie von w entspricht. Die 
Foraiel (22) liefert 

~ = — §1 cos M + §3 sin w 
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und zeigt, das9 die Krümmnngseentra aller Trajectorien in jedem 
Punkte M einer Geraden angehören, die dnreh die Gleichung 

(23) §^x + §,2, + 1 = 

dargestellt wird. Es sei (p der Winkel, welcten die Tangente einer Co- 
ordiaatenlinie mit einer festen Geraden bildet, und man betrachte die durch 
die Function <f> definierte Curvenschar. In dieser Schar ist jede Curve so 
beseiiaffen, dass von einem ihrer Punkt« zum andern die Richtung der Tan- 
genten der Coordinatenlinien ungeändei-t bleibt. Die Gleichung der Tangente 
einer Curve der Schar (p ist §iX=^§2^, mithin ist die Gerade (23), welche 
einem gegebenen Punkte M entspricht, parallel zu der Normale derjenigen 
Curve der Schar g>, welche durch M hindurchgeht. Daraus folgt, dass 
diese Curve die Trajectorien constanten Winkels der Coordinaten- 
linien in ihren Inflexionspunkten berührt. Bemerkenswert sind auch 
die durch die Functionen §^ und §2 definierten Curvenscharen, denen die 
Örter der Wendepunkte und Spitzen der Coordinatenlinien angekören. Wenn 
M in einer Biditung fortrückt, die mit der ai-Axe den Winkel ra bildet, so 
findet man bei Anwendung der Formeln (9) auf die Gleichung (23) und 
unter Erinnerung an die Lame'sche Relation, dass die Gerade (23) ihre En- 
veloppe auf der Geraden 

(24) (-^cos..— ^sm»)^ = (-gJcos«~^sm«);, 

berübrt. Diese Gleichung wird nur dann für einen gewissen Wert von 
0) durch, alle Wert« von te und ?/ erfüllt, wenn die Functionaldeterminante 
der § null ist. Alsdann reduciert sieh die zweifache Unendlichkeit der 
Geraden (23) auf eine einfache Unendlickkeit; es ist aber zu bemerken, 
dass dies auch stattfindet, wenn eine der Scharen ^ nicht existiert, d. h. 
wenn §^ oder §^ constant ist und infolgedessen eine der Grundscharen 
aus gleichen Kreisen oder aus Geraden besteht. In diesem Falle sind 
die Geraden (23) offenbar die Normalen der Curve, welche die Kreise 
oder die Geraden der Schar einhüllt. Auf diese Weise können wir uns 
von einem neuen Gesichtspunkte aus die bekannten Constructionen (§§ 11, c; 
24, c) des Ki-ümmungscentrums der logarithmischen Spirale, der Evolventen 
der Eettenlinie, u. s. w. klar machen. Im allgemeinen Falle leitet man aus 
der Formel (34) ab, dass die Geraden (23), wenn M längs einer Coordinaten- 
linie fortrückt, ihre Enveloppe auf der Normale einer Curve § berühren, 

b) Die osculierenden Kreise der Coordinatenlinien in einem Punkte M 
werden durch die Gleichungen 

^■i ^ yS J^ y ^ , ic^ -f- !/^ 4- g- a; = 

dargestellt. Bildet man die Ableitung der ersten nach q^, der zweiten nach ^j^ 
und beachtet die Formeln (9), so erhält man 

(25) g,i + g,!, + l+j^logg,_0, §,a, + §,!,+ l + i^logg,_0. 

Also berührt jeder Kreis seine Enveloppe auf einem Durchmesser des andern. 
Es ist ferner leicht zu erkennen, dass infolge der Lame'schen Belation die 
beiden Durchmesser aufeinander sonlcreeht stehen, und dass eine der En- 
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veloppen leell die aoleiP 111^1111 ist Jetzt v lleii wii uns die Aut^aLe 
stellen die Bedingung zu finden welulie PiiuUt «ein niuss, dimit die o^cu 
heienden Kreise der q^ Linien längs emei ^^ Linie ein EreisbüsUiel bilden 
Hierzu ist offenbai notwendig und hinreithend dass die duich die zweite 
CTleichung (^5) daij,estellte Geride m lei Ebene fest ist Wenn, man nun 
die genannte txleiLbung nocb eim 1 h /^ differenziert indem m-m die 
Formeln (9) die Lame he ßelation nl die mspiungli he Gleiehunf! selbst 
berücksichtigt so eihält man 

mithin ist die gesuchte Bedingimg die, dass §^ von ^^ unabhängig ist, d. h. 
dass jede ^j -Linie ein Kreis ist. Also bilden die osculierenden Kreise 
der orthogonalen Trajectorien einer beliebigen einfach unend- 
lichen Schar von Kreisen längs eines jeden von ihnen ein Büschel. 
Dies ist übrigens eine unmittelbare Folge des bekannten Satzes: Die zu 
zwei gegebenen Kreisen orthogonalen Kreise bilden ein Büschel, 
dessen Ase der gemeinsame Durchmesser der beiden Kreise ist. Es genügt, 
in einer gegehenea Schar zwei anendlich benaehbaiH;e Kreise zu betrachten, 
um den ersten Satz wiederzufinden tmd ausserdem zu sehen, dass die Axe 
des Büschels der osculierenden Kreise die Tangente des Ortes der Mittel- 
punkte ist. Es folgt femer aus demselben Satze, dass jedes zweifache 
Orthogoaalsystem von Kreisen notwendig aui zwei Büschelo be 
steht. Die Aien dei beiden Büschel, d h die dun,h die Gleichungen (25) 
dargestellten Geraden, sind zuemandei senkiecht und enthalten die Mittel 
punkte aller Kreise; die eine si.hneidet lie zugehoiigen Kieise in zwei reellen 
Punkten A und Ä\ die andere m zwei imigmaien Punkten und ausnalims 
weise in zwei zusammenfallenden reellen Punkten Dmch eine leichte Rech 
nung findet man, dass man, wenn 2it die Lange der Strecke 4A ist, 



(26) 



KdJ-J 






1 ist die Länge der auf der andern Geraden von den zugehörigen 
Kreisen bestimmten Strecke 2 a y — 1 . 

c) Wir wollen die zweifachen Orthogonalsysteme von Kreisen 
näher untersuchen. Sie sind offenbar durch die C 




(97) 

charakterisiert und infolgedessen isotherm, da die Bedingung (20) erfüllt ist. 
Die bei dem vorigen Beispiel angegebenen Eechnungen lassen sich hier schneller 
wiederholen, wenn man zuvor bemerkt, dass sieh wegen <" 



Relation und der Bedingung (15) aus den Formeln (27) ableiten lässt 
-=0, 



yGoosle 



150 Achtes Kapitel. Scharen ebener Cuvven. 

Bedient man sieh dieser Relationen, so gelangt man leichter dazu, festzu- 
stellen, dass die Geraden (25) in der Ebene fest sind. Wir woÜeü jetzt 
die § hestimmen und werden, zu diesem Zweck annehmen, dass q^ und g^ 
die isometrischen Parameter sind, und uns daran erinnern (§ 113), dass man es 
intmer so einrioliten kann, dass Q^ = Q^ ist. Dann liefern die Formeln (14) 

und die Lame'sche Eelation wird 

W 5 (t + t) + «'■ + §■" = ''■ 

Bildet man die Ableitung derselben nach (/[ und nach r/j , so erhält man 

und daraus 

1 d'§, . 1 ri'g, _ 

Da der erste Tevm unabhängig von f/j^ und der zweite unabhängig von q^ 
ist, so müssen alle beide constant sein, und man wird also dazu geführt, 

(30) f%_-)t>a, ?&--;.'§, 

zu setzen. Wenn wir als g^-Linien die durch A und A' hindurchgehenden 
Kreise annehmen, so ist die Gerade ÄÄ' selbst eine i/j-Linie, welehe wir 
uns immer als dui-eh 52^^^ dargestellt denken können. Alsdann muss 
man, um der ersten Gleichung (30) zu genügen, ^^ = k&mliq^ nehmen. 
Der andern Gleichung wird nur durch die Annahme 

genügt, wo (t und (i' ebenso wie J. willkürliclie Constanten sind. Nun gewinnt 
man aus den Formeln (28) durch Integration 

^ = 1 cos ftgj — (fie^'' -— fi'er'"'') -\- Const.; 

ferner findet man durch Einsetzen in (29), dass die letzte Constante null 
ist, und dass zwischen den andern die Relation A^ -\- 4jift' == besteht. 
Wenn eine der Constanten ft oder ji', z. B. fi', n«ll ist, so muss auch 1 = 
sein, und man hat §i = 0, g^ = fte*3>. Alsdann bilden die g^-Linien 
ein Büschel von Geraden, und die 3j-Linien sind concentrische 
Kreise. Wenn (i und jt' nicht null sind, so wissen wir (vgl. § 18, n), dass 
man immer ft :^ i fi' annehmen kann, und zwar ist im vorliegenden Falle 
notwendig fi = — f ' '^ 's" ■ Mithin ist 

(31) ft -lA-^M,, §,- \ (^.. -«-'..). 

Als Grenzfall für ein nach Null conv ergierendes fc finden wir <^^==. q^^^ 
%i^ ^xi ^*^ ^^''^ übi-igens direct aus den Formeln (30) für Ä ^= ab- 
leiten ^sst, In diesem Falle zeigt die Formel (26), dass a null ist, mithin 
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bestehen die beiden Scharen aus den Kreisen, welche zwei zu- 
einander senkrechte Geraden ia ihrem Schnittpunkte berühren. 
Im allgemeinen Falle ist es immer erlaubt, ft = 1 zu nehmen, und die 
Substitution der Werte (31) in (26) giebt la = ± 1 . Also ist 



3 Intei-pretation der ersten Formel zeigt, dass g^ der Winkel 
AMÄ' ist; femer führt die zweite zu der Erkenntnis, dass 3j der Loga- 
rithmus des VerhäStnisses ■ ■^ ■ y - ist. 

d) Aus jeder Curve ergiebt sich eine Doppelschar von Curven, wenn 
man j dem Bogen einen Punkt der Ebene entsprechen lässt. Die Bogen 
einer Curve bilden in der That eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, 
und zwar wird jeder von ihnen durch das Paar der Werte Sj und gg dar- 
gestellt, welche in den Endpunkten die Bogenlänge s annimiHt, die von 
einem festen Anfangspunkte aus gerechnet wird. Eine einfache Art, eine 
solche Coirespondenz zu realisieren, besteht darin, dass man von jedem. 
Bogen Ä^A^ den Schwei-punfet G nimmt. Alsdann bilden die beiden durch 
die Functionen g definierten Scharen die eine Schar der Schwerpunktlinien 
(§ 73) der gegebenen Curve. Durch jeden Punkt G geben zwei Linien, 
nämlich die beiden Schwerpunktlinien, welche die gegebene Curve in den 
Endpunkten des entsprechendea Bogens berühren; und wir wissen bereits, 
dass die Tangenten der beiden Linien im Punkte G gerade GA^ und GA.^ 
sind. Um eine orthogonale Doppelschar von Linien zu eonstruieren , 
werden wir durch G- als Anfangspunkt zwei orthogonale Äsen führen, welche 
wir in der Weise oiientieren, dass von den drei Gleichungen 

(32) fxds=-0, j'yds=^0, fxijds-=0 

auch die dritte besteht. Die Differential quotisnten inbezug auf die neuen 
Asea drücken sich in folgender Weise aus: 



" a«, 3s, "■" 2s, as/ 



(33) 

Bezeichnet man nun mit Z* die Functionaldetenninante der s, die notwendig 
von Null verschieden ist, so erhält man 

fiA\ ^ _ 1 /?^ A — ^ Al _£_ — J- /^ J ^ l\ 

^- ' es, ~ D las, ds, '8s, dsj ' ^s, ^ ö U«, ds^ ds, ssj ' 

Es genügt, die ersten beiden Relationen (32) unter Anwendung der Formeln 
(34) und (9) nach den g zu differenzieren, um zu erhalten 

jt, = T^ä ' 2^ = -T^ä , e^ = v^'i ' 0^ = - V^ ' 

wo iKj und ^i die Coordinaton von Äi sind, während ö die Länge des Bogens 
Aj^A^ darstellt. Bezeichnet man also noch mit t den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks GA^A^, so hat man 
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" \ ^2 Ps \ 

endlich, da JD nicht immer null seia kann, irZ> = o*. Zu diesem 
lagt man auch durch die Bemerkung, dass man, wenn ifj der 
Winkel der beiden sich in G schneidenden. Schwerpunktlinien und *■; die 
Länge der Seite GAi ist, successiv hat 



Dies vorausgeschickt werden die Formeln (33) und (3i) 

Bis jetzt haben wir gamicht der besonderen OrieEtierung der Äxen Rech- 
nung getragen, die durch die leiste Gleichung (32) bestimmt ist. Wenden 



wir nun d 


ie Formeln f.HR) und (9) am und setaen 




/V-rt<i« = «., 


so linden ^ 


.vir 




j|^ fx, ds-~^,,J,~y. (a«, - §,!!,) , 




^^J'!/ <<« - V, + ' (§1«, ~ §0,) 


und dann 


dureh die Formeln (35) 




sj; f"" ■'^ ■" 7 ["ä — i'iJ'j («=1 — ^i)1 




j^ j%)ld, — — y [«<a — sr,x, (s, — i;,)] 


Also ist 


^' 


(37) 


§!-(%-«>)«■, a-fc-ÄJär? 



Es ist nun von Nutzen, die Bedingmigen (9) so umzutbrmeu, dass darin 
die Ableitungen nach den s auftreten. Man findet leicht mit Hilfe der 
Formeln (36) 

d^,~V xK ' 9e, 1^~ itK ' 



yGoosle 



} 116. 



153 



Dies sind die notwendigun und hinreichen den Bcdin.£,ungeii für die 
Ünbewegliclikext dei Punktes (i i/) Hier irt /u bemerken, dass die 
lintsstelienden Foimeln auch lut u,y anwendhai sind, da bei der partiellen 
Differentiation naiJi g^ der Punkt A^ unhewegiich bleibt Ebenso sind die 
rechtsstehenden Formeln auf j"j, i/^ anwendbar WiÜ man feiner die andern 
Ableitungen haben, z B die Ableitungen Ton i^ und i/^ nach Sj^, so miis>« 
man die Veiiuekung von A^ beruckaichtigen und zu den Ausdrutken tui 
g-^ und s^, die man durch Anwendung der huks'jtehenden ioirmeln eitalt 
die Werte ^on ^-^ und ^— l hinzufügen, d h den Cobinus und den bmus 
der Neigung dei Cuiventangente m A^ gegen die /* Ase 

e) Die Ciuve, aus welchei sieh ein bai^centiisches Paai oithogonalei 
Curyenscharen ergiebt, gehcifc emei diesei Siharen an Et iit m dei 
That folgendes evident Wenn man für s^ einen beliebigen Weit *; hiiert 
und dann Cg nach f con^ergieren lä^st, so wud in dei Ciienae die eine 4.se 
zur Tangente der Curve, die inleie zur Normale Wäiblt mm die fi^t^ z«i 
a:-Axe, so eikennt man untei Beachtung dei Eelitionen 



is man, «m die vorhin erhaltenen Formeln durch Eeiken, die nach Poten^eB 
1 6 fortschreiten, zu erfüllen, 



"1" 120 ds g^ '^ ' " ' ^1 läp '> 30 dg Q 

^ W (Ja e« "^ ' ^ä = ly- + 20 <fs Q ' 

; sich ferner leicht daraus ableiten 



i2e ' 24 äs e "T ■ ' lä isop' ' 

Diese Formeln erleichtern die Discussion des geometrischer 
Doppelschar in der Umgebung der betrachteten Curve. Im besondem i 
für a = die Fonneln (37) 



a= 



&-- 



und zeigen, dajss niiht jede oithogonale Doppelschai barycentnsch inbezug 
auf eine Curve ist, da längs emei der Linien, aus welchen sie besteht z B 
läng'5 emei gewissen Linie i^^^ , die Kiummung der Lmien q^ die Weite 

§ = ^ ^ log g^ 

mnimmt [ Vij^ens löt es ^ennetiisfh Uai, dai'i die Htj entiischen Dnpul 
schalen ganz specieU sind So ist 7 B eine Dofpelschai oithugoiiiilei Kieise 
un allgemeinen nicht bary centlisch, weil sie dies nur mb^zug auf einen \(ya 
ihien Kieisen &ein konnte, wahren! andieiseits leicht zu (rkennen ist, ]as>> 
die barycentii&che Doppelsthar eines Kreises ans den concentiischen Kieisen 
und dem Büschel dei gemeinsamen Dnicbmesser besteht 
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Gewundene Cnrven und ßegelfläelieii. 

§ 117. rundamentaltrieder. 

Die Taugento einei' beliebigen Gurve des dreidimensionalen Raumes 
in einem gegebenen Punkte M lässt sieb ebenso wie bei den ebenen 
Cnrven (vgl. § 1) definieren. Die Normalen in M sind die unendlich 
vielen Senkrechten, die sieh in M auf der Tangente errichten lassen. Sie 
Hegen in einer Ebene, die man die Normalebene nennt. Wenn sieh 
beim Hinrücken von M' nach M die gemeinsame Gerade der Normal- 
ebenen in M und M' einer Grenzlage nähert, so erhält sie in dieser 
den Namen Polaraxe. Eine der unendlich vielen Normalen ist der 
Polaraxe pai-allel, eine andere ist zu ihr senkrecht: die erste heisat die 
Binormale, die andere die Hauptnormale. Eine der Ebenen, die 
durch die Tangente hindurchgehen, enthält auch die Binormale, eine 
andere enthält die Hauptnormale: die erste heisst die rectificierende 
Ebene, die andere die osculierende Ebene. In jedem Punkte einer 
Curve haben wir also ein rechtwinkliges Trieder, dessen Kanten die 
Tangente, die Binormale und die Hauptnormale und dessen Flächen die 
Normalebcne,.die osculierende Ebene und die rectificierende Ebene sind. 
Da man die Polaraxe als den Schnitt von zwei unendlich benachbarten 
Normalebenen betrachten kann, so kann man auch sagen, dass die 
Binormale senkrecht zu zwei unendlich benachbarten Tan- 
genten ist. Hiermit soll nur kurz ausgedrückt werden, dass die Bi- 
normale in M die Greuzlage der gemeinsamen Senkrechten zu den 
Tangenten in M und M' ist, wenn mau unter Festhaltuug von M den 
Punkt M' nach M hinrücken lässt. 

§ 118. Krümmungen und natürliche Gleichungen. 

Liegt der Anfangspunkt der Coordinaten in dem längs der Curve 
beweglichen Punkte M, so werden wir beständig als 3;-Äxe die Tangente, 
als j/-Äxe die Binormale und als ^-Äxe die Hauptnormale annehmen. 
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Wir wollen das Äxentrieder nach einer Versciiebung des Anfangs- 
punktes ilf in die unendlieh benachbarte Lage M' betrachten. Nach 
der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung hat man 
offenbar cos {y,x') = 0. Daraus folgt, dass die Tangente x' und die 
Einormale y' sieh als parallel zu den Ebenen sx bezw. zy betrachten 
lassen. Mithin ist, wenn $ip der Winkel zweier unendhch benachbarter 
Tangenten ist, cos (ß,x') = dip; und wenn dip der Winkel zweier un- 
endlich benachbarter Binormaien ist, so hat man cos (s, y') = c^i/i, ab- 
gesehen Yon unendlich kleinen GfrÖssen höherer Ordnung. Die Ver- 
hältnisse der Differentiale von (p und ili zu ds (d. h. die Grenzwerte 
der Verhältnisse von S^ und d-^ zur Länge des Bogens MM', wenn 
M' nach M hinruckt) messen die Krümmungen der beti-aehteten Curve 
im Punkte M, und zwar bezeichnet man die erste als Flexion, die 
zweite als Torsion. Setzt man ferner tZs == pi^gs = rtZifi, so mes^ 
die beiden Zahlen p und r, die zu den Krümmungen invers sind, zwei 
Längen, die man den Flexionsradius und den Torsionsradins 
nennt. Die Flexion einer gewundenen Curve besteht also wie bei den 
ebenen Curven in dem mehr oder weniger schnellen Abweichen der Curve 
von der Tangente und die Torsion liegt hinwiederum in der mehr oder 
weniger schnellen Weise, wie die Cnrve sich von der osculierenden Ebene 
zu entfernen strebt. Offenbar sind die ebenen Curven durch den Um- 
stand charakterisiert, daas ihre Torsion null ist. Um nach diesen Vor- 
betrachtungen das Schema der Richtungscosinns' der Axen mit dem 
Anfangspunkte M' inbezug auf diejenigen mit dem Anfangspunkte M zu 
vervollständigen, bemerken wir zunächst, dass abgesehen von unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung die Cosinus' der Winkel (x, «'), u. s. iv. 
als der Einheit gleich zu betrachten sind; denn man hat z. B. 

cos (t.,x') = cos dg) ^ 1 — - (ä(py + ■ • ■ ; u. s. w. 

Ferner ist wegen der Orthogonalität der Axen x' und y', x' und b', 
y' und s' 

cos {x, y') = 0, cos (x, s') = — dtp, eoa {y, s') = — dip , 
und man kann daher das Schema der Bichtungscosinus' in folgender 
Weise schreiben: 



1 d(p 

1 dTp 



(1) 

y 

-dip 

Dieses Schema zeigt, d^s es, um die Curve in der Umgebung jedes 
Punktes diaeutieren zu können, genügt, die Functionen y und i/- zu 
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keiinea, d, h, dass es genügt, wenn p und r als Functionen von s ge- 
geben sind. Die Gleichungen 

f(f, g,r)~0, s(!,(.,r) = 0, 
aus denen man für eine gegebene Ciirve die Werte der Krümmungen 
in jedem Punkte berechnen kann, nennt man die natürlichen Glei- 
chungen der Curve. Wir werden aogleieh sehen, dass die Kenntnis 
derselben auch die Gestalt der ganzen Curve in eindeutiger Weise zu 
bestimmen gestattet, abgesehen von der Lage, die sie im Kaume einnimmt. 

§ 119. E^inäanientalformeln. 
Inbezug auf das Trieder mit dem Anfangspunkte M seien x, y, s 
(Functionen von s) die Coordinaten eines Punktes P, der im allgemeinen 
mit M beweglich ist, und x -^ Sx, y -\- Sy, -\- 60 die Coordinaten 
des Punktes F', der auf der Bahncurve, die P beschreibt, dem Pimkte 
M' entspricht. Die Coordinaten von P' iubezug auf die Äsen mit dem 
Anfangspunkte M' sind x-\-dx, y-\-äy, z -\- dz , mithin ist, wenn 
man das Schema (1) berücksichtigt und mit u,v,w die (unendlich 
kleinen) Coordinaten von M' bezeichnet, 

X -\- 3x =^u -\- X -\- dx — (.S + dz) dq> 
(2) y^dy^v +y-^dy-(z-^ds)dil> 

z -f Ä« = «0 -j- (a: + dx) d<p -j- (j/ -{- dy) dip -^ z -\- dz . 
Wir wollen unsere Untersuchung auf diejenigen Curven beschränken, 
bei denen man wie bei den ebenen Curven behaupten darf, dass der 
Grenzwert des Verhältnisses des Eogens MM' zu der Sehne, wenn 
M' nach M hini'üekt, gleich der Einheit ist. Da nun nach der De- 
finition der Tangente 

lim ■■ =^1^ = 1 , lim — _ ■ . -t ^—— = , lim -- — ■ - z^ = 

y„*+^,s+,„s yu'+v'-+w' y«=+w^-l-w' 

ist und sich andererseits die soeben gemachte Voraussetzung in der Formel 



ausdrückt, so hat man 

Wir können daher in den Gleichungen (2) v und w unterdrücken und 
ds an Stelle von m setzen; dividiert man sie dann durch ds, so gewinnt 
man die Fundamentalformelni 

,0-, *£ rff £_L1 il ^ 1 *^ — ^_L^_|_i 

W ds'~ ds e "•" ' ds^ ds r' ds ds'^ q '^ r ' 
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Die Formeln (2) sind auch auf die Cosiniia' k, ß, y anwendbar, die eine 
beliebige Richtung definieren, vorausgesetzt, dass raan w, c, V) unter- 
drüctt. Daraus folgt, dasa man für die Richtungen hat: 

^ ' ds ds Q ' ds ds r ' dg ds ' q r 

Wir wollen endlieh die Fundamentalformeln für die Gerade suchen. 
Als Coordinaten einer geraden Linie können wir ihre Richtungseosinus' 
cc,ß,'y und die G-rössen 

(5) %^-yy — ßz, fi^^as — yx, i='ßx — ccy 
wählen, die offenbar mit den Cosinus' durch die identische Relation 

(6) «g + i57, + y£ = 

zusammenhängen und von der Lage des Punktes ix,y,z) auf der Ge- 
raden unabhängig sind, da sie ungeändert bleiben, wenn man x, y, z 
beziehungsweise durch x -f- «'> ^ + ^*j ^ -\- 7^ ersetzt, welches auch 
der Wert von t sein mag. Man hat einfach auf die Grössen (5) die 
Formeln (3) und (4) anzuwenden, um zu erhalten 

(^) äi^Tü-'^' dS^TB-J — y' Ts^d^+Q-^V + P- 
Dies sind zusammeii mit (4) die Fundamentalformeln für die Geraden. 



§ 120. 

Aus den Formeln (3) ergiebt sich, dass es für die Ünbeweglich- 

keit des Punktes {x,y,d} notwendig und hinreichend ist, dass 

,o\ ^ = .5.^1 ^=^1 ^ = ?- — IL 

'- -' ds ^ ' ds r' di q r 

ist. Fixieren wir den Anfangspunkt der Bogen in einem beliebigen 

Punkte der Curve, wo die Krümmungen (die wir immer als stetige 

Functionen des Bogens voraussetzen werden) endliche Werte haben, 

und seien x, y, z seine Coordinaten inbezug auf das' Fundamental- 

trieder in einem unendlich benachbarten Punkte. Offenbar werden x, y, s 

gleichzeitig mit s unendlich klein, und da die Bedingungen (8) erfüllt 

sein müssen, so erhält man durch Anwendung des Satzes von 1' Hospital: 

Um - -= lim (- — l) = — 1 , lim ^ = lim - = . 
s \q ! 's r 

Daraus folgt 

lim -i = — -7- lim — { !- — ) = — x— üui — = :r~ » 

ferner 
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Da nun die Verlegung des Aufangspunktes der Bogen nacli dem Punkte 
M' (s -j- ds), der dem Punkte M(s) unendlich benachbart ist, darauf 
hinauskommt, s -\- ds ^0 zu setzen, so erhält man die Ausdrücke für 
die Coordinaten u, v, w von M' inbezug auf die Axen mit dem Anfangs- 
punkte M, indem man in den obigen Resultaten s in — ds verwandelt, 
so dass man hat 

(9) u^ds, 

Demnach sind die Ebenen, welche die Tangente in M enthalten, unter 
allen durch M hindurchgehenden Ebenen durch den Umataud charakte- 
risiert, dass ihre Entfernung von den zu M unendlich benachbarten 
Punkten unendlich klein von höherer Ordnung ist, und zwar ist nur 
für eine von ihnen (die oscuherende Ebene) diese Entfernung 
wenigstens von der dritten Ordnung. Daraus folgt, dass jeder 
in der Umgebung von M gewählte Bogen von hinreichender Klein- 
heit ganz auf einer Seite von jeder durch die Tangente in M hindurch- 
gehenden Ebene liegt, mit Ausnahme der osculierenden Ebene, welche 
im allgemeinen von der Curve durchsetzt wird. Wenn man 
die unendlich Ifleinen Grröasen von der dritten Ordnung vernachlässigt, 
so kann man annehmen, M' Kege in der Osculationaebene, und wenn 
man auch diejenigen von der zweiten Ordnung vernachlässigt, so kann 
man M' als direcfc auf der Tangente liegend betrachten. Bei solchen 
Fragen also, wo die Vernachlässigung der höhereu unendlich kleinen 
Grössen gestattet ist, wird es auch erlaubt sein, die Cm-ve einer Polygonal- 
linie MM'M" . . . mit unendlich kleinen Seiten gleich zu achten und 
die Tangente als die Gerade zu betrachten, auf welcher ein Element 
MM' liegt, die oscuherende Ebene als die durch zwei aufeinander- 
folgende Elemente MM' und M' M" bestimmte Ebene; u. s. w. 
Man geht von einer Lage des Fundameutaltrieders zu der folgenden 
Lage über, indem man den Scheitelpunkt auf der Tangente um ds 
fortrücken und dann die Kanten sich so um den Scheitelpunkt drehen 
läast, daas sie die Richtungscosinus' (1) erhalten. Es ergiebt sich 
endlich aus den Formeln (9): Wenn ein Beobachter auf der Curve 
wandert mit dem Kopfe nach der positiven Seite der Hauptnormale 
und er in dem Sinne fortschreitet, in welchem s wächst, so wird er 
die Curve sich erheben oder sich senken sehen, jenachdem p positiv 
oder negativ ist, und er wird sie sieh nach links oder nach rechts 
wenden sehen, jenachdem r dasselbe oder das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie p hat. 
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g 121. 
Nunmehr wollen wir beweisen, dass jedes Paar natürlicher 
Gleichungen in eindeutiger Weise eine Curve hestimmt, ■nrenig- 
stens innerhalb gewisser Gfrenzen für s, zwischen denen die Krümmnngen 
endhche und stetige Functionen von s sind. Es ist bekannt, dass unteu 
diesen Bedingungen immer ein und nur ein Tripel von Functionen x, y, s 
existiert, welches den Gleichungen (8) genügt und sich für s = auf 
a, h, c reduciert. Offenbar sind x, y, ss (wenn die Curve existiert) in- 
bezug auf das Triedor mit dem Anfangspunkte M die Coordinaten des- 
selben Punktes, der in dem zum Punkte 0, dem Anfangspunkte der 
Bogen, gehörigen Trieder die Coordinaten a, b, c hat. Andererseits sind 
auf Grund der Formeln (4) die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Inrariabilität der Richtung («, ß, y) 

nO") — = ^ ^^ t ^. = __ 5 _ £ . 

^ ^ ds Q ' ds r ' dg e r 

Man bemerke, dass man, wenn cc,ß,y und c(',ß',y' zwei beliebige 
Tripel von Functionen sind, die den Gleichungen (10) genügen, auf 
Grund derselben Gleichungen (10) successiv erhält 

£(««' + ßß' + rr) - 0, ««' + ßß' + rr' - Const. 

Daraus folgt: Wenn man die drei in dem ersten der quadratischen 
Schemata 

^1 71 





1 




1 




1 



ß, n 

enthaltenen Functionentripel derart bestimmt, dass sie den Gleichungen 
(10) genügen und für s = die entsprechenden in dem zweiten qua- 
dratischen Schema angegebenen Werte amiehmen, so wird beständig 
j 1 , für i=j, 
, für i 5: j 



■i-{-Ms + ny^- ,,. ,,„ ^^^.^ 



sein, d. h. die durch das erste Schema dargestellte Determinante ist 
orthogonal Es ist klar, dass die Elemente der genannten Determinante 
gerade die Hichtungscosinus' der Äsen mit dem Anfangspunkte inbezug 
auf diejenigen mit dem Anfangepunkte M sind, da sie für s = die 
Richtungen der erwähnten Axen hefem und andererseits die Bedingungen 
(10) erfüllen, die für die Invariabiliiät der Richtungen hinreichend sind. 
Dies vorausgeschickt darf man immer setzen 

X = .r„ + «K, + ha^ + ccc, , y = ^0 + «ft + ^ßi + "ß^ > 
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tmd erkennt dann durch Einsetzen dieser Werte in (8) unter Berücksieb- 
tigiing der Formeln (10), dass die neuen unbekannten Functionen x^, y^, s^ 
ebenfalls den Gleichungen (8) genügen, und dass sie sieh aämtlieh mit s 
auf Null leducieien Sie sind demnach vollkommen bestimmt und 
stellen oflenbar die Coordinaten von inbezug auf die Axen mit dem 
Anfangspunkte M dai. Nun können wir für jeden Wert von s die Con- 
stanten a, b, c so bestimmen, dass sie die Coordinaten von M inbezug 
aul die Axen mit dem Anfangspunkte darstellen: es genügt (indem 
man iieh den Augenblick des Durchganges des Punktes M durch einen 
festen Punkt denkt), in den obigen Relationen x,y,z gleich Null zu 
setztn und dis Svstem nach a, 6, c aufzulösen: 

[ a = ~ {k^x^ -)- ß^y^ + yj^o) , 
(11) b = ~{'^,^, + ß,y, + Y,^.), 

\ c = — (KB37o-H^3I/o + )'3^o)■ 
Hiermit ist in eindeutiger Weise die Curve bestimmt, welche durch 
das gegebene Paar natürlicher Gleichungen definiert wird, da, wenn s 
variiert, die Coordinaten aller ihrei: Punkte inbezug auf ein unbeweg- 
liches Axentripel bekannt sind. 



§ 122. 

Es ist interessant, zu bemerken, wie sich aus den Formeln (11) 
mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen (8) und (10) mit Leichtig- 
keit die ganze gewöhnliche Theorie der gewundenen Curven ableiten 
lässt. Man findet in der That durch Differentiation 

.-n> da dh de 

*• ' da 1' ds ^' ds ^' 

femer 

*■ ' ds^ e ' ds^ Q ' ds'' e ' 

und durch nochmahge Differentiation ergiebt sich 

Benutzt man also unbewegliche Axen, so sind die ersten Ab- 
leitungen der Coordinaten nach dem Bogen gleich den Eichiungscosinus' 
der Tangente und die zweiten Ableitungen sind proportional den 
Itichtungscosinus' der Hauptnormale. Für die Binormaie hat man 



/^K\ c /de ä'i 

(15) ft -«,r,- «,!■.- täp- 
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Quadriert imil addiert man die Gleichungen (12), so erbölfc raati die 
Formel 

ds" = da^ -j- db^ + dc^, 

welche den Bogen zu berechnen gestattet, wenn die Coordinaten als 
Functionen einer beliebigen Veränderlichen gegeben sind. Quadriert 
und addiert man dagegen die Gleichungen (13), so findet man die Formel 

welche die Flexion kennen lehrt, wenn s die unabhängige Variable 
ist. Zu der allgemeinen Formel (die nicht an die Wahl der unab 
hängigen Variablen gebunden ist) gelangt man, wenn man in analoger 
Weise mit den Gleichungen (15) verfährt. Multipliciert man ferner die 
Gleichungen (14) mit ß^, ß^, ß^ und addiert sie, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Formeln (15) 



Diese Formel dient zur Berechnung der Torsion, wenn man die Flej 
bereits kennt. 



§ 123. Digression über die Gerade, 

a) Bekanntlich ist der Winke! 8 zweier Eichtungea (a, ß, 7) md 
(«', ß', y') durch eine jede der folgeoden Formeln gegeben: 

Sin^ Ö = (ß/ - yßj + {r<.- - c^yy + (^ß' - ßaj. 

Bilden die Eichtungen («, ß, y) und (a -\- ätt , ß -\- 6ß , y -\- öy) den un- 
endlich kleinen Winkel 66, so liefert die zweite Formel 



(16) w _ (ßir - 7«(S)' + (r«« - ««7)" + (««I 

Dagegen leitet man aus der ersten ab 



■«.)'. 



1^1m» + ..._2'»(. + «»)-1 + 



S'^-^-iS^''- 



d. h. 

(17) 



= öa" -i-Sß^-^ä 



b) Die Cosinus 1, ji, v, welche die Richtung bestimmen, die zu den 
durch die Cosmus a, ß, y und a', ß', y' definierten orthogonal ist, genügen 
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den Ortliogonalitätsbedirij 
ergiebt 

(1« »-^ 



Neuntes Kapitel, üewnndene Ciii'veii uad BegelflUclieii. 

^ka = 0, ^W==0, aus denen 



"^'-ß 



Vena n an den pos t v n Sinn le gena uten R chtua» de a t f si t la 
e n t demje gen de Aite z isammenftllt wenn d e j,e b n u E htun^e 
hezuj,! ch m t denen d un 1 le / Axe Zusammenfallen gel ht 

we len Offenh r ?t der Abstand j v e Ceralen de Proje tion der 
ge aden Stiecke d e e nen bei eb gen Punkt ( j ) der einen f e aden a t 
emem P nkte (r ) der andern verl indet auf deren gemeinsa nes Lot 

Da aus folot 



H 



tj 



-/) + «( 



) 



(19) 



ß ß' !l' — V 



I sich dor reohten Seite die Form 



-J'H' + .'I) 



geben las st , so 
schreiben l;aun 



unter Erinnerung 

,__2v-.)(r- 



die Relation (6) auch 



Wenn also Kwei Geraden unendlich benachbart sind und i 
Abstand bezeichnet, so ist 



(20) 



dqSe^SaSi-^äßSti + dyäS. 



Zu der Formel (19) sei noch bemerkt, dass man, wenn eine der Geraden z. B. 
die ic-Ase ist, — 3 sin Ö ^ | erhält, womit die geometrische Interpretation 
der Coordinaten |, jj, f gewonnen ist. 

c) Die Geraden des Eaumea bilden eine vierfach unendliche Mannig- 
falt^keit, da zwischen den sechs Coordinaten einer Geraden awei Relationen 
bestehen. Jede neue Bedingung, die man diesen Coordinaten auferlegt, be- 
stimmt im Baume eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden, 
die man einen Oomples nennt. Ein Paar verschiedener Gleichungen de- 
finiert eine Congruenz oder eine /.weifach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Geraden, welche sieh also als der Schnitt zweier Complexe be- 
trachten lässt und das Änalogon der Fläche oder der zweifach unend- 
lichen Mannigfaltigkeit von Punkten ist. Endlich stellt der Inbegriff 
von drei verschiedenen Gleichungen eine einfach unendliche Mannigfsilfcigkeit 
von Geraden dar, die offenbar eine eigenartige Fläche bilden, welche man 
eine Regelfläche nennt. Mit den Regelflächen und den Congmenzen werden 
wir uns später beschäftigen. Hier wollen wir uns darauf beschränken, einige 



y Google 



8 123. Digressiua über die Oerade. 163 

Eigenschaften der einfachsten Complese ausebianderzusetzen , die durch eine 
liaeare Gleichung 

(21) a-i + bv + 'Jt + l^ -\- m§ + ny = 

dargestellt «nd aus diesem Grunde lineare Complese genannt werden. 
Ein solcher Complex heisst speciell, wenn zwischen den Coefficienten die 
Beziehung 

(2 I / + ; 4- = 

besteht a t Gr 1 de n nau d Co th ent n al i po t nal u 1 n f o 
ordmaten eine t eraden bet a hten kann o las als lann 1 e (jle hung ( 1 ) 
ausdn kt dass d genannte C e ade alle d e en gen vel he dem Complex 
angeho en sehne det AI o besteht 1 sj e elln Complex a s len 
unendl ch v eien Ceraden d e eine gegebene Gerade schneiden. 
Es kan kom neu dass d eselbe im Unendlichen liegt, und zwar ist dies 
d r Fall vona ( } c null sind alsdann siad nach (21) die Geraden des 
Con^leses alle benkiechten z 1er Eichtimg, deren Cosinus' proportional 
l ) sml 1 h ? e smd alle Geraden eines Büschels paralleler Ebenen, 

und man kann laher mit Kecht sagen, dass sie den gemeinsamen Schnitt 
d ese Ebenen tiefien Be emem illgemeinen linearen Oomplex, wo also die 
flechung (p2) n ht besteht &t es nicht möglich, dass a, h, c gleichzeitig 
null 1 nd nd man kan daher mmer die Richtung betrachten, welche durch 
1 e Cosinus 



dehn t viid Man kann te ne e ne Gerade mit dieser Eichtung annehmen, 
dfre ubr ge Coo Imaten ^ ; ff, wir noch in zweckmässiger Weise be- 
st n e wnUen Au (19) erhalt man unter Beachtung von (21) 

(.4) -,™.^2"^.+ ^|±ij±|=2«(fe-y^^fW). 

und die letzte Summe redueiert sich auf — p cos ö , wenn man. 
l — ■ ap m ^ bp 



setzt. Man bestimmt alsdann die Constante p mit Hilfe der Bemerkung, dass 
die Eelation (6) stattfinden, dass also 

aQ-ap)^l(M- hp) + c(« - c^) = 
sein muss. Daraus folgt 

und die Gleichung (24) redueiert sich schliesslieli auf die einfache Form 
(27) qi^e^p. 

Die durch die Coordinaten (23) und (25) definierte Gerade heisst die Aie 
des Complexes, und die obigen Betrachtungen aeigen, dass jeder lineare 
Complex aus den Geraden besteht, für welche zwischen dem Abstand von 
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einer gewissen Ase und dem Winkel, den diese mit jeder Complexgeraden 
bildet, die Relation (27) bestellt. 

d) Die lineare Oongmenz oder der Schnitt von zwei linearen Com- 
piexen k ^ , k' ^ gehört auch den unendlich vielen Complesen an, 
welche das Büschel « + 3.»' = bilden. Drückt man aus, dass die Be- 
dingung (22) von den Coeffieienten von k -f- Xx' erfüllt wird, so findet man 
eine Gleichung zweiten Grades in l, and es giebt daher in dem genannten 
Büschel immer zwei specieDe Complexe. Also besteht jede lineare Con- 
gruenz aus den Geraden, die sich auf zwei bestimmte Geraden 
des Raumes stützen. Betrachtet man dagegen das Netz von Oomplexen 
K -{- ).k' -j- fi!t" = , SO führt die Bedingung (22) zu einer Relation zwischen 
l und fi, auf Grund deren in dem gekannten Netz immer unendlich viele 
specielle Oomplese existieren. Also gehört die ßogelfiäche, welche der Schnitt 
der Complexe k ^ , «' = , k" == ist, auch unendlich vielen speeiellen 
Complexen an, d. h. die Geraden, aus denen sie besteht, treffen unendlich 
viele andere Geraden, die sich ebenfalls als Erzeugende der l'läehe betrachten 
lassen Daraus folgt, dass eine derartige Fläche in zwei durchaus ver- 
schiedenen Weisen von einer Geraden erzeugt werden kann, die im Räume 
successiv emfath unendlich viele Lagen annimmt. Solche speeiellen Segel- 
flächen nennt man quadratische Regelflächen. Nach der Natur ihrer 
Eigenschatten, mit denen sich die gewöhnliche analytische Geometrie aus- 
führlich beschäftigt, behaupt«n sie in der Geometrie des Raumes den Platz, 
welchen die Kegel'« chnitte (§ 25) in der Ebene einnehmen. 

e) Besonders bemerkenswert ist für uns unter den quadratischen Regel- 
flächen das hyperbolische Paraboloid, d.h. die Fläche, welche von einer 
Geraden erzeugt wird, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf zwei gegebene Geraden stützt. Eine solche Fläche läs.st sich also 
als der Schnitt der drei speeiellen Oomplese 

^««.-0, ^(«'S + ^D-o, ^(«"i + .|")-o 

betrachten, mithin gehören ihre Erzeugenden (die der einen Schar) auch 
jedem Complex des Netzes 

(28) J-Kl«- + f„-) f + (.. + ir + p|-) .] _ 

an. Die ErKeugenden der zweiten Schar sind die Axen der speeiellen Com- 
plexe, die durch, die Gleichung (28) dargestellt werden, wenn man zwischen 
A und fi eine passende Relation aizfätellt, nämlich 

(29) »2«'.. + f 2V-..+ ip j'(.'r' + »"o -0. 

Da nun die Richtungscosinus' dieser Erzeugenden gleich linearen Oombina- 
tionen der Cosinus' a\ ß', y' und a", /3", y" sind, so siebt man, dass auch 
sie wie diejenigen der ersten Schar einer gewissen Ebene parallel 
sind. Also wird die Fläche in derselben Weise von den Geraden der einen 
wie von denen der andern Schar erzeugt. Zwischen X und (t stelle man 
jetzt statt (29) die Relation 

i2-''. + i'2""-',-o 



y Google 



§ 123. Digression über die Gerade. 165 

auf, welche voe jeuer verschieden ist, falls sich die zu Anfang gegebenen 
Geraden nicht schneiden, was man, wenn die Fläche keine Ebene sein 
soll, auuehmen muss. Die Gleichung (28) stellt alsdaim unendlicli viele 
nicht speeielle lineare Complese dar, deren Äsen zur Leitehene parallel 
sind. Diese Ebene kann man sogar so fixieren, dass sie eine der Aren 
enthalt. Dann trifft, da die Eelafcion (27) erfüllt sein muss, die in der 
Ebene gelegene Erzeugende die Ase unter rechtem Winkel, und dieser Um- 
stand zeigt deutlich, dass alle andern Axen notwendig in derselben Ebene 
liegen. Sind in dieser Weise die beiden Leitebenen fixiert, so beisst ihi- 
Schnitt die Axe des Paraboloids, ^mä. die beiden Erzeugenden, welche die 
Axe senkrecht treffen, heissen die Haupterzeugenden zum Unterschied 
von den andern in den bezüglichen Scharen. Sie müssen sich schneiden, 
weil sie eben nicht derselben Schar angehören, und ihr Schnittpunkt liegt 
notwendig auf der Axe und heisst der Seheitel des Paraboloids. 

f) Frlr eine beliebige Erzeugende, die im Abstände i von der zuge- 
hörigen Leitebene liegt, während ausserdem i der Winkel ist, um welchen 
sie gegen die Hauptrichtung gedreht erscheint, tat man auf Grund von (27) 



da in dem hier beti-achteten Falle der Winkel das Complement von i ist. 
Also kann das hyperbolische Paraboloid von einer Geraden er- 
zeugt werden, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf eine feste Gerade stützt und sich um dieselbe nach dem 
Gesetz (30) dreht. Die feste Gerade OM ist, wenn man will, die Haupt- 
erzeugende der zweiten Schar; ihre Projection OP auf die erste Leitebene 
mrd folglich die Hauptei-zeugende der ersten Schar sein. Errichtet man 
jetzt in der genannten Ebene in P, der Projection von M, die Senkrechte 
auf der Projection der durch M hindurchgehenden Erzeugenden und ebenso 
im Scheitel die Senkrechte auf OP, so schneiden sich die beiden so 
construierten Geraden in einem festen Punkte F. In der That liefert 
die Betrachtung der reehtvrinkligen Dreiecke OPF xmd MPF und der 

OF = OP. coir ^= i cot gi cot t == p cot ^ , 
mit ip die Neigung von OM gegen die feste Ebene bezeichnet. 



der Erzeugenden auf die 

Brennpunkt in F und ihren Scheitel 

Enveloppe dieser Projectionen der 

senkrecht zueinander sind, in welchem 

Lässt man dagegen die Con- 



Also (§ 33, a) umhüllen die Projectic 

Leitebene eine Parabel, welche ihren I 

in hat. Man bemerke jedoch, dass die 

Scheitel ist, wenn die Haupter^euge 

Falle das Paraboloid gleichseit; 

Staaten ip und p nach Null abnehmen derart, dass p coi q> gleich i 

Null verschiedenen Constanten bleibt, so nähern sich die beiden Scharen von 

Erzeugenden der Coincidenz, und das Paraboloid artet schliesslich 

aus in die Schar der Tangenten einer Parabel. 

g) Zum Schluss wollen wir bemerken, dass sich die Bedeutung von p 
aus der Formel (30) ergiebt, die für die beiden Seliaren a ~ 
die Gleichungen 
(31) p ='lua — , p' == liro. — , 
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liefert. Wohlverstanden sind bei beiden Scharen die Winiel t und t' von 
den Häuptern eugenden aus zu rechnen. Ist z. B. die Richtung (o', ß\ y') 
diejenige, welche man äurcb ProjectioE von {t/f,, ßg, y^) auf die zweite Leit- 
ebene erhält, so hat man 

^k'k^ = sin gi , ^«"«D = sin rp COS t', ^ot'tc" = cos i', 

und man muss i ^ — (i cos %' nehmen. Man gelangt dann mit Hilfe der 
Formel (26) zu dem folgenden Resultat: 



Es ist also gleichgiltig ob man zui Berechnung des Weite? dei Constant^i 
p die eine oder die andere S hai von Lizeuirenden 1 enutzt Da man iemei 
dasselbe \on lem Winkel tp lagen kann so eigiebt seh dass lie leiden 
von dei Pioieutionen dei E zeugenlen aut die bezüglichen Leitebenen im 
hüllten Pitabeln gleich sind 

h) Veischiedene bemerkenswerte Flächen sind emei analogen Ei7eigimg 
fähig wie das hypeibnhs he Paiaboloid Errichtet man m einem längs 
einer festen Geiaden bewecliehen Punkte aut dieser eine benkie hte dtiirt 
dass TOakiend der Punkt um t fortrlckt die Senkiechte sich um einen 
Winkel T dreht dei an ( durch d e Relat on (30) gebunden ist so eiieugt 
wie vfir gesehen haben die bewegliche Gerade ein gleichseitiges Paiaboloid 
wenn man abei im ersten thede von f30) tf t durch t ersetzt so eizeugt 
die Gerade eine andere bemerkenswerte Fläche, welche man eine Schrauben- 
regelfläche mit Leitebene nennt. Wenn man sin 2t statt tg t oder t 
set«t, so heisst die erzeugte Fläche ein Cylindroid oder ein Plücker'sches 
Conoid und ist der Ort der Aren der linearen Compleie eines Büsehels. 
Allgemeiner bezeichnet man als Conoid jede Fläche, die von einer Geraden 
erzeugt wird, welche sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie sich 
auf eine feste Gerade stützt. 



§ 124. Regelflächen. 
Eine Regelflä«he kann man betrachten (vgl. § 120) als eine einfach 
unendliche Reihe von Elenienten, deren jedes der zwischen zwei un- 
endlich benachbarten Erzeugenden g und g' enthaltene Fläch enstreifen 
ist. Abwickelbar nennt man die Regelflächen mit ebenen Elementen, 
d. h. diejenigen, bei welchen man g und g' als in einer Ebene liegend 
betrachten kann, abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ord- 
nung: dies kann der Fall sein sei es, weil der Abstand Sq der beiden 
Geraden inbezug auf ihren Winkel SQ unendlich klein ist, sei es, weil 
beständig rfö = ist, d h, die Erzeugenden sämtlich parallel sind, in 
welchem Falle die Fläche ein Cylinder heisst. Der Punkt Ton g, 
welcher auf dem gemeinsamen Lot von g und g' liegt, bewegt sich 
gleichzeitig mit g', wenn man g' unter Festhaltung von g nach g hin- 
rücken lässt, und es kann vorkommen, dass er sich dabei einem festen 
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Punkte Q auf g nalieit, weLhen man Jen C enii alpunki von y nennt. 
Dei Oit dei Centralpimkte heisst die Rdckkelirkante, wenn die 
Flache abwickelbai iii^ und es ist im foe^ondem klar, dass bei den 
Oylm dei flachen die Rüikkehi kante gmz im Unendlichen liegt Bei 
den andern RegelflaLhen die man windschief nennt, heisst dagegen der 
Oit dei Pentialpuiikte die Stiietionshnie Nähert «ch femer dis 
^ eihaltnis rf einem brenzweit p, wenn g m die feste Lage g hin- 
ruckt, so nennt man p den Verteilung*ipaiameter längs der Er- 
zeugenden g Offenbai sind die em/igen Eegelfla(.hen, bei welchen auf 
dllen Eizeugenden p = ist, die 
nicht cyhndiischen abwickelbaren Fh 
i.hen, bei den Cylindeiflichen lat da j^^--' 

gegen j> unendlich Mao ziehe nun '' / 

duich erneu Punkt 1/, der auf g fixiert 
ist, unendliih viele Ouiven, welche g 
xa.M ,M , tieflen "W enn g nach 
g hinnlckt, so weideu die Geiaden 
MM , MM , zu Tingeuten der 

genannten Cuiven im Punkte M, mit 
hm liegen die Tingenten allei 
durch JWhindurLbgehenden Cui 
ven der Fläche im Punkte M mg. as. 

in einer Ebene, welche die Tan- 
gentialebene in M heisst und die Grenzlage der durch den Punkt M 
und die Gerade g' bestimmten Ebene ist. Die Normale der Fläche 
im Punkte M ist die in M auf der Tangentialebene errichtete Senk- 
rechte. Dies vorausgeschickt wollen wir bemerken, dass die Tangenten 
aller Curven der Fläche längs der Erzeugenden g eine hneare Congruenz 
bilden, welche das Grenzgebilde derjenigen ist, die aus den g und g' 
schneidenden Geraden besteht. In der erwähnten Congruenz bilden also 
die zu g senkrechten Geraden ein hyperbolisches Paraboloid, mithin ist 
ihre Orientierung durch das Gesetz (30) bestimmt, wo auf Grund von 
(31) p gerade der Verteilungsparameter ist und t die Entfernung QM 
darstellt. Kennt man also die Ebene, welche eine windschiefe Eegel- 
fläche in einem Punkte Q der Strictionshnie berührt, so kennt man 
durch Vermittelung der Gleichung (30) auch die Tangentialebene in 
jedem andern Punkte M der durch Q hindurchgehenden Erzeugenden. 
Hierin liegt das von Chasles entdeckte "Verteilungsgesetz der 
Tangentialebenen. Entfernt sich der Punkt M, indem er g durch- 
läuft, in dem einen oder andern Sinne unendlich von Q, so stellt sich 
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die Tangentialebene immer genauer senkrecht zu ihrer Lage im Centrül- 
punkte. Ganz anders Terhaiien sich die abwickelbaren Flächen. In der 
That hat man, wenn j? null ist, r = -r- , und alle Tangentialebenen längs 
g fallen in eine zusammen, und dies tritt offenbar auch bei den Cylinder- 
fiächen ein. Also sind unter den Regelfläehen die abwickelbaren 
Flächen durch den Umstand charakterisiert, dass die Tangen- 
tialebene in einem Punkte M. die Fläche längs der ganzen 
Erzeugenden berührt, die durch M hindurchgeht. Endlich be- 
merke man, daas man alle zu g senkrechten Tangenten nur um den 
Winkel -^ um g zu drehen braucht, um sie zu Normalen der Fläche zu 
machen und auf diese Weise zu erkennen, dass die Normalen einer 
Regelfläehe längs einer Erzeugenden ein hyperbolisches Para- 
bploid bilden: dasselbe reduciert sich auf eine Schar paralleler Ge- 
raden nur in dem Falle der abwickelbaren Fachen, 

§ 12Ö. Fundamentalformeln. 

Der Verteilungsparameter einer Regelfläebe, die auf das Funda- 
mentaltrieder einer behebigen Curve des ßaumes bezogen ist, lässt sich 
leicht durch die Variationen der Coordinaten k, (3, y, ^, jj, % der Er- 
zeugenden ausdrücken. In der That, dividiert man (20) durch (IT), so 
erhält man 

Wählt man die Curve unter denjenigen, die der Fläche angehören, so 
sind %, ij, g bestandig null, und die Formeln (7) geben 
d| = 0, äti = ~yds, St=ßäs. 
Man erhält also, wenn man dq für pd6 setzt, die (evidente) Gleichung 

Die Normale der Fläche im Centralpunkte steht senkrecht auf g iind 
auf dem gemeinsamen Lot von g und g', welches der Richtung nach 
durch Cosinus' proportional 

ßdy — yäß, yäa — Käy, aäß ~ ßäa 
bestimmt ist. Ihre Richtungscosinus' sind also proportional einem 
Tripel von Grössen, deren erste 

(yda — <xdY)y~{aSß-~ßdtt)ß^da-lrlde' 
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ist oder da, wenn man die unendlich kleinen Gi'Össeii höherer Ordnung 
vernaclilässigt. Man sieht also unter Beachtung von (17), dass die 
Eichtung der Centralnormale durch die Cosinus' -^ > gß r Ja 
definiert ist. Wenn man mm beachtet, dass das Trieder, welches 
von der durch M zur Centralnormale gezogenen Parallelen, der Tangente 
der Fundamentaleurve im Punkte M und dem in M auf g in der 
Tangentialebene errichteten Lot gebildet wird, längs der dritten Kante 
rechtwinklig ist, so findet man sofort die erste der Gleichungen 

(34) ^-yFF?Bi»', i|_l/pqVcos»; 



die zweite gewinnt man, wenn man die erste Kante senkrecht zu q und 
g' richtet. Niin wird die erste Gleichung mit Hilfe der zweiten 

(35) '«_lZ+Zil™, = ül + l'si.„„sx. 

^ -^ ds p ds p 

Andererseits findet man, wenn man wieder die Gleichung (33) schreibt, 

" d,s ' ds p \ds) p ' 

und gleichzeitig hat raan 

Also ist 

(36) 2s = (~ y cos T — aß sin t)^~, -^ = (ß cos r — ay sin r) ^ ■ 
Endlich braucht man nur 



zu setzen und die Resultate (35) und (36) in die Formeln (4) i 
tragen, um die Bedingungen 

( i^l ==l-\- t+J^ sin 2r 

ds Q '^ 2p ' 

• ^ ds 'c 2p ' 



sin 2 t 



zu finden, welche notwendig und hinreichend sind, damit die 
Functionen k, ß, y die Richtungscosinus' der Erzeugenden 
einer Regelfläehe darstellen, bezogen auf das Fundamental- 
trieder einer auf der Fläche gezogenen Curve. 
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§ 126. 
Die Strictionslinie wird durch die Bedingung i = oder r ^ 
charakterisiert und auf Grund der ersten Gleichung (34) auch durch 
^« = 0, d. h. 

ds ' e 
Aus dieser Gleichung ersieht man, dass a constant ist, wenn y = ist, 
und umgekehrt. Nun nennt man aber bekanntlich geodätische Linien 
einer Fläche die Curvea, deren Hanptnormale in jedem Punkte die 
Normale der Fläche ist. Dies vorausgeschickt gestattet die letzte Be- 
merkung mit Bonnet den Satz aufzustellen: Wenn die Strictions- 
linie eine geodätische Linie ist, so trifft sie die Erzeugenden 
unter constantem Winkel; und umgekehrt ist die Strictions- 
linie einer Regelfläche, wenn sie die Erzeugenden unter con- 
stantem Winkel trifft, notwendig eine geodätische Linie der 
genannten Fläche. Ist ferner gleichzeitig y = und « constant, so 
ist auch Sa ^= 0, mithin ist die Strictionslinie die einzige Linie, 
welche geodätisch eLinie sein und gleichzeitig dieErzeugenden 
unter constantem Winkel treffen kann. Nimmt man diese Linie 
als Fnndamentalcurve, so werden die Foi'meln (37) 

äa 7 i?ß 7 dy h ß 

ds q' ds i: ' ds e * 

und drücken aus, dass die Richtung («, ß, y) unveränderlich ist inbe- 
zug auf eine andere Curve, welche dieselbe Flexion wie die Strictions- 
linie und eine Torsion gleich — hat. Mit andern Worten: Wenn die 
genannte Curve tordiert wird (mittels unendlich kleiner sueeessiver 
Drehungen der osculierenden Ebenen um die Tangenten) derart, dass die 
Torsion vom Werte — zu — übergeht, während die Flexion und der 
Bogen ung^ndert bleiben, so werden die Erzeugenden, wenn sie an 
der Bewegung teilnehmen, indem sie mit den bezüglichen Triedern fest 
verbunden bleiben, schliesslich parallel sein, d. h. die Fläche wird sich 
in einen Cylinder transformieren. 

§ 127. Abwickelbare Flächen. 
Für die abwickelbaren Flächen werden die Formeln (37) 
<^fC\ ^ _ !■ _L §1+^1 ^_l_^ ^__.^_£__^?: 

'- -' ds 7 "T ( ' dB~' r t ' ds~ e r t ' 

Sollen dieselben aber bestehen bleiben, wenn i nach Null abnimmt, 
d. b. (abgesehen von den Cylindem) wenn die Rüekkehrkante zur Fun- 
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dameDtalcurve wird, so ist notwendig, dass ß and y null sind. Also 
ist jede abwickelbare nicht cylindrische Fläche der Ort der 
Tangenten einer gewundenen Curve. Um uns hiervon in directerer 
Weise Rechenschaft zu geben, wollen wir zunächst bemerken, dass die 
Entfernung dq, wenn sie nicht unendlich klein wird wie Öd, e 
destens ao wird wie dd^. Wählt man in der That $ als unabhängi 
Veränderliche und schreibt wieder die Formel (20), indem man sich 
daran erinnert, dass 

ist, so erhält man 

d>^d6 = (l -f ~d. + jd'^^^dadS. — -^^^d'Kd'i, -\ 

und sieht sofort, daas die rechte Seite, wo bereits die unendheh kleinen 
Grössen von einer höheren Ordnung als der vierten vemachiäaaigt 
worden sind, gerade zum mindesten von dieser Ordnung ist, wenn sie 
nicht von der zweiten ist. Dies bedeutet, dass dq von der dritten 
Ordnung ist, wenn es nicht von der ersten ist. Legt man nun durch g 
eine Ebene parallel zu g', so ist klar, dass die Entfernung des Central- 
punktes Q' auf g' von der genannten Ebene ebenfalls mindestens von 
der dritten Ordnung unendlich klein ist, mithin ist (§ 120) die so coii- 
struierte Ebene gerade diejenige, welche im Punkte Q die Rückkehr- 
kante osculiert. Um ferner zu beweisen, dass g die Tangente derselben 
ist, genügt es, au zeigen, dass die Projection des Punktes Q' auf die 
osculiereude Ebene eine Entfernung von g hat, die unendlich klein von 
einer höheren Ordnung ist, und da diese Entfernung gleich dem Product 
von QQ' mit einem unendlich kleinen Winkel ist, ao ist der Satz be- 
wiesen. Nunmehr ist klar, dass die Tangentialebenen einer ab- 
wickelbaren Fläche die osculiei'enden Ebenen der Kückkehr- 
kante sind. 



8 128- 
Es ist ferner wichtig, zu bemerken, dass jede einfach unendliche, 
continuierliche Schar von Ebenen P eine Cuitc oaculiert, mithin mit dem 
Inbegriff der Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche identisch ist, 
welche jene Curve zur Rilckkehrkante hat. Oder, wie man sich gewöhn- 
lieh ausdrückt, jede einfach unendliche, continuierliche Schar 
von Ebenen wird von einer abwickelbaren Fläche eingehüllt. 
In der That! Wenn g die Grenzlage ist, welcher sich der Schnitt der 
Ebenen P und P' nähert, wenn die Ebene P' in die Ebene P übergeht, 
welche als fest gedacht wird, so ist der Ort der Geraden q eine 
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abwickelbare BegelfiUehe, da sie als einzige Tangentialebene längs g die 
Ebene P zulässt. Um sieh hiervon zu überzeugen, braucht mau nur 
zu beachteiL, daas, wenn M ein beliebiger Punkt von g ist, die Ebene 
M^' in der Grenze mit P zusammenfällt; zu diesem Schlüsse gelangt 
man in strengerer Weise mit Hilfe der Rechnung. Man bemerke 
(vgl. § 16), dass man durch Differentiation der Gileichung von P, wenn 
man ausdrückt, dass x, y, s die Unbewegliehkeitsbedingungen (8) er- 
füllen, die Gleichung einer andern Ebene erhalten muss, die durch g 
hindurchgeht. Daraus folgt, wenn man die Fundamentalcurve auf der 
Fläche fixiert, dass die beiden Gleichungen von dem absoluten Ghede 
frei sein müssen, und, damit dies eintrete, muss in der eisten auch das 
Glied mit x fehlen. Also enthält die Ebene P die Tangente, mithin 
fällt sie mit der Tangentialebene in dem betrachteten Punkte zusammen. 



§ 129. 
Bei der Untersuchung der gewundenen Curven sind von Wichtig- 
keit die von den Seitenflächen des Fundamentaltrieders um- 
hüllten Flächen: 

a) Wir haben bereits gesehen, dass die oseulierenden Ebenen die- 
jenige Fläche umhüllen, welche die Curve als Rückkehrkante besitzt. 
Man Überzeugt sich davon durch eine leichte Rechnung. Durch Differen- 
tiation der Gleichung des oseulierenden Ebene (y = 0) erhält man nämlich 
s^O, femer durch nochmalige Differentiation x=0, d. h. die Erzeugende 
ist die Tangente der Curve, und die Rückkebrkante ist die Curve selbst. 

b) Nach der Definition der Polaraxe (§ 117) müssen die Normal- 
ebenen gerade die von dieser Geraden erzeugte Fläche umhüllen: diese 
Fläche bezeichnet man als die Polardeveloppable. Die Differentia- 
tion der Gleichung der Normaiebene (x = 0) giebt g = p, mithin trifft 
die Polaraxe die Hauptnonnale in dem Punkte (Krümmungscentrum), 
der die Entfernung p von M hat. 

e) Endlich nennt man die Enveloppe der reciifici er enden Ebenen 
die rectificierende Developpable, da auf dieser Flache die Curve 
notwendig eine geodätische Linie ist, und da wir andererseits beweisen 
werden, dass die geodätischen Linien einer Fläche auf dieser den kür- 
zesten Weg zwischen zwei behebigen, nicht zu weit voneinander ent- 
fernten Punkten der genannten Fläche angeben. Daraus folgt, dass, 
wenn man die Fläche in der am Ende des § 128 angegebenen Weise 
verbiegt, um sie auf eine Ebene auszubreiten, die Curve sieh in eine 
Gerade verwandelt, da sie in der Ebene immer noch den kürzesten Weg 
zwischen zwei Punkten angeben muss. Wir werden sofort einen ein- 
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fachen Beweis dieser Thatsache durch Rechnung ableiten. Dui'ch Diffe- 
rentiation der Gleichung der rectificierenden Ebene (s = 0) ergiebt sich 
unmittelbar, dass die Neigung £ der Erzeugenden der reefcificier enden 
Devoloppablen gegen die Tangente der Curve durch die Formel 

(39) ^'---, 

bestimmt ist. Wendet man auf die Kichtungscosinus' (a = cos s, 
(5 = sin f , j- = 0) dieser Erzeugenden die Formeln (4) an, so erhält man 

Sa . ds SB dt Sy ooa £ .eins , 

-T- = ^ Sin £ T- , ^- ^ COS £ ^ , -/- ^ = , 

ds ds' ds ds' ds g ' r ' 

mithin SK^-^öß^'-l-df^di^ Also ist der Winkel zwischen zwei 
unendlich benachbarten rectificierenden Erzeugenden ds. Dies 
voran sgeachickt denken wir uns, man lasse um die Erzeugende g' die 
rectificierende Ebene ^'x' sich drehen, bis sie mit der vorhergehenden 
Ebene qx zusammenfällt. Dann ist klar, dass die Tangente in M' mit 
der Tangente in M zur Deckung kommt, d. h. dass zwei beliebige auf- 
einanderfolgende Elemente (§ 120) in eine gerade Linie fallen. 

d) An dieser Stelle ist es nützlich, die folgenden Betrachtungen 
hinzuzufügen. Nimmt man von drei im Sinne des § 120 aufeinander- 
folgenden Erzeugenden g, g', g" einer beliebigen abwickelbaren Mäche 
an, g" drehe sich um g', bis sie sich in einer Ebene mit g und 
g' befindet, so bewegt sich der Punkt M' nicht und der Winkel (g', g") 
bleibt ungeäiidert. Daraus folgt, dass die Rückkehrkante, während sie 
eben wird, die Flexion in jedem Punkte unverändert bewahrt. Man 
kann also jeder Curve des Raumes Punkt für Punkt eine ebene Ourve 
entsprechen lassen derart, dass zwei beliebige entsprechende Bogen gleich 
sind und die Flexion in zwei entsprechenden Punkten dieselbe ist. Es 
genügt hierzu, die Developpable der Tangenten auf eine Ebene auszu- 
breiten. Es ist ferner klar, dass man die nafcürhche Gleichung der 
ebenen Ourve, in die sieh auf diese Weise eine beliebige Curve ver- 
wandelt, durch Ehmination der Torsion aus den natürlichen Gleichungen 
der gewundenen Curve erhält. Jede andere durch die betrachtete Curve 
gelegte Developpable kann man auf eine Ebene ausbreiten. Dabei wird 
die Torsion zerstört, gleichzeitig aber auch die Flexion der Curve 
geändert, Giebt es eine Developpable von der Beschaffenheit, dass 
ihre Ausbreitung auf eine Ebene auch die Flexion der Curve vollständig 
zerstört, d. h. die Curve in eine Gferade verwandelt? Eine solche 
Fläche existiert immer, und zwar ist sie nach dem oben gesagten ge- 
rade diejenige, welche wir als die rectificierende Developpable be- 
zeichnet haben. 
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§ 130. 
Es ist leicht, ausgehend von einer beliebigen Curve einer abwickel- 
baren Fläche, die Rückkebrkante zu bestimmen. Dieselbe wird 
erzeugt von dem Punkte { — tu, — tß, — ty), und in der That liefert 
die Anwendung der Formeln (3) auf diese Coordinaten unter Berück- 
sichtigung von (38) 

äx_ _^.a *f. _ _^ 

ds ' ds ' ^ Äs ' ' ds 

Auf diese Weise sehen wir überdies, dass der Bogen der Rüekkehrkante 

s' ^fads — t 
ist, und dass dieselbe sich auf einen Punkt reduciert, wenn t=Jads ist: 
dies ist also eine Gleichung, welche die Kegelflächen charakterisiert. 
Im besondern wird, wenn «^=0 ist, ( consiant, mithin sind die orthogonalen 
Trajectorien der Erzeugenden eines Kegels sphärische Curven. Wenn 
femer, wahrend man a^O hat, t ^ Consfc. ist, so ist die Bedingung 
(= Ca ds erfüllt, mithin ist die Fläche notwendig eine Kegelfläehe. Im 
allgemeinen Falle liefern die Formeln (4), wenn man die Formeln (38) 
in Betracht zieht, 

un\ *" — t+j' II — _ ^ tl — ^"L 

^^> "ds t ' ' ds t ' As t 

und lassen so die Richtung der Hauptnormale erkennen. Daraus folgt, 
dass die Bichtungscosinus' «, b, c derBinormale proportional zu 0,y,~~ß 
sind; femer findet man unter nochmaliger Anwendung der Formeln 
(4) und (38) 
, , äa äh Sc ^ ßt 

*• -* *" ¥ ^y <ß^ + r^)i,' 

Nunmehr genügt es, die Formeln (40) und (41) zu quadrieren und zu 
addieren, um die Krümmungsradien der ßückkebrkante zu erhalten: 



(42) ^'=^-^^_m-a), 



ß' + rl^ 



§ 131.. Evoluten und Evolventen. 

Wenn (vgl. § 20) die Tangenten einer Curve Normalen einer andern 
Curve sind, so nennt man die erste eine Evolute der zweiten, und 
diese heisst eine Evolvente der ersten. Mit andern Worten: Die 
orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden einer beliebigen abwickel- 
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baren Flache sind die ETolventen der Rückkehrkaiite. Wählen wir als 
Fundameutalcurye eine dieser Trajeetorien. Da die Riclitungaeosinus' 
(a = 0, ß = sin ^, y = cos ip) der Erzeugenden den Bedingungen (38) 
genügen müssen, so hat man 

(43) -(co8*-s,, g_;,. 

Die zweite Gleichung bleibt bestehen, wenn man zu ip eine beliebige 
Constante hinzufügt. Daraus folgtt Wenn die Erzeugenden einer 
abwickelbaren Fläche sich um denselben Winkel um eine ihrer 
orthogonalen Trajeetorien drehen, so hören sie nicht auf eine 
abwickelbare Fläche zu bilden. Die erste Gleichung sagt uns da- 
gegen, dass die ^-Coordinate des Punktes der ßückkehrkante gleich p 
ist, d. h. (§ 129, b) dass der genannte Punkt auf der Polaraxe liegt. 
Die Eückkehrkante seibat gehört also der Polardeveloppablen an. Also 
liegen die unendlich vielen Evoluten einer Curve sämtlich 
auf der Polardeveloppablen. Bemerkt man überdies, dass auf Grund 
der Formeln (40) im vorliegenden Falle Öß und Öy null sind, so er- 
kennt man sofort, dass die reotificierende Ebene der Evolute mit der 
Normalebene der Evolvente zusammenfällt. Daraus folgt, dass, wenn 
die Polardeveloppable einer Curve auf eine Ebene ausgebreitet 
wird, alle Evoluten der Curve geradlinig werden. Endlich sind 
die Krümmungen der Evoluten durch die Formeln (42) gegeben; und 
wenn man die Formeln (43) berücksichtigt, so findet man 



(44) s'--^:, q'-^-^- 






Wenn man p, r und infolgedessen iji als Functionen von s kennt, so 
genügt es, s aus den vorstehenden Gleiehiingen zu eliminieren, um die 
natürlichen Gleichungen einer beliebigen Evolute zu finden. Für ip = 
gelangt man zu den Formeln für die ebenen Curven zurück. Auch 
bei einer gewundenen Curve kann man auf Grund der Gleichung — i=^s' 
die Evolventen als beschrieben betrachten von den Punkten eines bieg- 
samen und unausdehnbaren Fadens, der anfangs auf die Curve aufge- 
wickelt ist, und der dann nach und nach abgewickelt wird, indem man 
ihn immer gespannt hält. So ist es leicht, sich folgendes klar zu 
machen, was sich aus der ersten Formel (43) ergiebt, wenn man be- 
merkt, dass Q mit t verschwindet: Die Rückkehrkante einer ab- 
wickelbaren Fläche ist der Ort der Rückkehrpunkte der ortho- 
gonalen Trajeetorien der Erzeugenden. 
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§ 132. Centralaxe. 

Man nennt so das gemeinsame Lot von zwei unendlich benachbarten 
Hanptnormalen. Diese Gerade ist, da sie parallel zu zwei nneadlich 
heaachbarten rectiflcierenden Ebenen ist, pai-allel zu der rectiflcierenden 
Erzeugenden, mithin sind ihre Coordinaten, wenn h ihre EntfernuRg 
vom Punkte M der Curve bedeutet, 

(45) a ^= eos b, (5 = sin e, J* ^= 0, | == — A sin £, ?; == Ä cos t, § = . 

£ ist gegeben dnrch die Formel (39) und h bestimmt mau, indem man 
ausdrückt, dass die betrachtete Gerade nnd die Hanptnormale im Punkte 
M', der zu M unendlich benachbart ist, sich schneiden. Wenn man 
von der einen zu der andern Kormale übei^eht, so erleiden die Coor- 
dinaten nach den Formeln (4) und (7) Variationen, die proportional 
zu — , - , 0, 0, 1, sind. Also ist die Schnittbedingung 

1 + 1 + ^ = 0, d.h. l-S^'J.= l, 

und endlich unter Berücksichtigung von (39) 

(46) h - ^— ^ ■ 

Also trifft die Centralaxe die Hauptnormale zwischen dem Punkte M 
und dem Krümraungscentrum , indem sie die von diesen Punkten be- 
grenzte gerade Strecke in dem Verhältnis von sin^ s zu cos* s teilt. 
Wendet man auf die Coordinaten der Centralaxe die Formeln (4) und 
(7) an, so findet man sofort mit Hilfe der Formeln (17) und (20) 

(47) Se^dB, 8q = äh, 

mithin ist -^ der Verteilungeparameter der von der Centralaxe er 
zeugten Flache. Diese Gerade tritt bei verschiedenen interessanten 
Fragen auf. So z. B. ist, wenn man die Bewegung des Fundamental- 
trieders längs der Curve betrachtet, die Centralaxe in dem mit dem 
Trieder fest verbundenen Räume der augenblickliche Ort der 
Punkte, welche sich langsamer bewegen als alle andern. In 
der That lässt sich die Verschiebung ds' eines mit dem Fundamental- 
trieder fest verbundenen Punktes sofort aus den Formeln (3) ableiten, 
indem man sie quadriert und addiert und darin x, y, s als constant 
annimmt: 
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Setzt man die partiellen Ableitungen der rechten Seite nach x, y, n 
gleich Nullj so erhalt man 

f + f-». (f-i)i + ^-». 

d. h. ^==3itg£, z = h, wo h und * die Bedeutung (46) hezw. (39) haben; 
ferner sieht man, dass auf der so gefiiudenen Geraden rfs' = eos n.ds 
ist. Die oben erwähnte Eigenschaft der Centralaxe wird klar durch 
die Bemerkung, dass die Normalen der Bahncnrven aller mit dem 
Fundamentaltrieder fest verbundenen Punkte einen linearen 
Comples bilden, dessen Ase die Centralaxe der Bahncurve 
des Anfangspunktes ist und offenbar- auch die Centralaxe aller 
andern Bahncnrven. In der That, wenn die Richtung (k, /3, y) die 
einer Normale der Bahncurve des Punktes {x, y, d) in diesem Punkte 
ist, so wird die Ortho gonalitätsbe dingung aSx -\- ßSy -\- yds ^Q in- 
folge von (3) 

.(l-f)---»7+>'(f + f)-». •'■''^ 1-? + «-»^ 
dies ist (§ 123, c) die Gleichung eines linearen Complexes, in welchem 
man auf Grund von (26) p = — Ä cot e hat. p ist also, wie aus (33) 
hervorgeht, der Verteilungsparameter auf der Fläche der Hauptnormalen ; 
ferner gewinnt man aus den Formeln (23) und (25) für die Coordinaten 
der Axe gerade die Werte (45). Da man übrigens die Fundamental- 
curve beliebig unter den Bahneurven der Punkte eines starren Systems 
wählen kann, so ist klar, dass die gefundene Gerade die Centralaxe 
jeder andern Bahncurve ist. Daraus folgt, dass die Hauptnormalen 
aller Bahneurven die Geraden sind, welche die Centralaxe 
senkrecht treffen. Man kann femer ebenso leicht die Tangenten, 
die Binormalen nnd die Krümmungsradien construieren, nachdem man 
bemerkt hat, dass h cot £ für alle Bahneurven einen einzigen Wert hat. 
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Zehntes Kapitel. 
Bemerkenswerte gewundene Cnrven. 

4} 13-{. Sphäriaohe Guxven. 

Bei einti nuf em« R,ngel gezogenen Curve liegen alle Punkte in 
constanter Entfemung B von einem Punkte 0, dem Mittelpunkt dei' 
Kugel. Die Uooidinateu dieses Punktes inbezug auf das Pundamental- 
trieder der betiachteten turve sind also drei Functionen x, y, z, die 
beständig an die Relation 

(1) x' + y' + i'- W 

gebunden sind und den Bedingungen (8) des vorigen Kapitels genügen. 
Eine erste Differentiation von (1) liefert x = 0. Also gehen die 
Normalebenen aller auf einer Kngel gezogenen Curven durch 
den Mittelpunkt. Die Differentiation von x = liefert 2=p. Also 
erhält man dasKrümmungscentrum in einem beliebigen Punkte 
einer sphärischen Curve, indem man den Mittelpunkt der Kngel 
auf die osculierende Ebene projieiert. Differentiiert man endlich 
noch K = p, 80 findet man den Wert von y und sieht, dass die Coor- 
dinaten des Mittelpunktes der Kugel 

(2) --0, »--.-g, .-, 
sind. Setzt man sie in (1) ein, so erhält man 

(3) E.= ,.+ (,g)'. 

Diese Gleichung charakterisiert die auf einer Kugel vom Itadius 
B, gezogenen Curven. In der Thafc findet man, wenn man die For- 
meln (3) des vorigen Kapitels auf die Coordinaten (2) anwendet, 

w 5 = ». 2=-[Hi('Ä)]. S=». 

und die Differentiation von (3) giebt $y = . Wenn also die Be- 
dingung (3) erfüllt ist, so existiert ein fester Punkt 0, dessen Ent- 
femung von den Punkten der Curve beständig gleich B ist, d. h. die 
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Curve gehört einer Kugel vom Radius 11 mit dem Mittelpunkt an. 
Jetzt können wir hinzufügen, dass die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Curve sphärisch ist, sieh in 



§ 134 
Bei einer heliehigen Curve giebt es immer in jedem Punkte M 
eine sphärische Curve, welche dasselbe Fundamentaltrieder und Krüm- 
mungen gleich denen der betrachteten Curve hat. Die zweite Curve 
gehört notwendig der Kugel an, welche den durch die Gleichung (3) 
gegebenen Radius R und ihren Mittelpunkt in dem durch die Coordi- 
naten (2) definierten Punkte hat. Diese Kugel heisst die osculie- 
rende Kugel der ersten Curve im Punkte M. Die Tangente der 
CuiTe (0) in ist sofort bestimmt durch die Formeln (4): sie ist 
parallel zur Binormale von {M), und wenn man ihre Richtung als ent- 
gegei^esetzt annimmt, so bat man 

Offenbar ist die in Rede stehende Tangente die Polaraxe von {M). 
Mit andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte der osculierenden 
Kugeln ist die Rückkehrkante der Polardeveloppablen. Es 
sind also keine andern Rechnungen nötig, um sofort zu sehen, dass die 
Binormale von (0) parallel ist zur Tangente von (M), und dass folglich 
die Hauptnormalen heider Curven parallel sind: wir werden sie 
als entgegengesetzt gerichtet annehmen. Ausserdem hat man offenbar 

(7) «;_'i_^. 

Inzwischen bemerke man, dass die Coordinaten von M in der osculie- 
renden Ebene von (0) x = — *'j~j J/ = P sind. Trägt man sie in (6) 
ein, so erhält man ds' = ^ ds — dx ; mithin ist 

dx (y ils'\ d.f y ^ dy x ds x 

ds' \r ds j ds' e' ' ds' r ds' p' 

Daraus folgt, dass man den Punkt M als fest in der osculierenden 
Ebene von (0) betrachten kann. Dies wird übrigens evident durch 
die Bemerkung, dass, wenn M in die aufeinanderfolgenden Lagen 
M', u. s. w. in dem oben (§ 120) angegebenen Sinne übergeht, die 
Normalebene von (M) sich um dreht. Mit andern Worten: Die 
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Normalebenen der Elemente 3IM', M'M", M" M'" schneiden sicli in 0. 
Auf diese Weise wird eine Thatsache anschaulich Mar, für die die 
Recfanimg einen volikommen strengen Beweis liefert, dass nämlich die 
oscnlierende Kugel in M die Grenzlage der Kugel ist, welche durch M 
und durch drei andere Punkte der Curve hindurchgeht, wenn diese nach 
M hinrücken. 

§ 135. Cylindrische Schraubenlinien. 

Oylindrische Schraubenlinien heissen die Curven, welche 
unter constantem Winkel die Erzeugenden einer Oylinderfiäche treffen. 
Es ist klar, dasa diese Curven die geodätischen Linien (§§ 126; 129, c) 
einer solchen Fläche sind, da sie sich in Geraden verwandeln, wenn 
man die Flache auf die Ebene ausbreitet, Sind a, ß, y die BicMunga- 
coaiuus' der Erzeugenden, so müssen die Invariabilitätsbedingungen 
(§ 121) für eonstantes « erfüllt sein, mithin hat man notwendig y = G, 
— -U S. ^Q 30 dass man a ^^ cos a , ä = sin £ setzen kann, wo e die 
gewöhnliche Bedeutung (§ 129, c) hat. Es ist mit andern Worten, wie 
wir vorausgesehen hatten, der Cylinder selbst die rectificierende Flache. 
Dabei ist e constant. Umgekehrt werden, wenn e constant ist, die 
Invariabilitätsbedingungen von den Cosinns' k = cos£, j3=^sin£, y = 
erfüllt, mithin ist die Cnrve auf einem Oyünder gezogen und trifft 
seine Erzeugenden unter constantem Winkel £: sie ist eine cyhndrische 
Schi-aubenliuie, Soll also eine Curve eine cylindrische Schrauben- 
linie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das 
Verhältnis ihrer Krümmungen constant ist. 



Unter den cylindrische n Schraubenlinien ist die einfachste die 
circnlare Schraubenlinie, d. h. diejenige, welche auf einem Kreis- 
cylinder gezogen ist, deren sämtliche Punkte also gleich weit von einer 
Geraden (der Ase des Cylinders) entfernt sind. Offenbar trifft jede 
Normale der Fläche die Äxe unter rechtem Winkel, mithin gilt das- 
selbe von den Hauptnormalen der Curve, da diese eine geodätische 
Linie ist. Also fallen mit der Axe des Cylinders, die die gemeinsame 
Senkrechte aller Hauptnormalen ist, alle Ceutralaxen (§ 132) zusammen. 
Daraus folgt, dass die Entfernung h constant sein muss; feraer liefern 
die Formeln (39) und (46) des vorigen Kapitels 
— ^ ^ fe 



y Google 



§ 135, Cyliadr, Schra-ubenlinieji. § 13B. Theorem v.Puiseux. g 137. Schraubenl. etc. 181 

und zeigen, dass auch p und r constant sind. Umgekehrt gilt, wenn 
p und r constant sind, dasselbe von e und k, mithin hat man (§ 132) 
ÄÖ = Oj öq = 0. Die erste Gleichung lehrt, daas die Centralaxe be- 
ständig parallel mit sich selbst bleibt; die zweite zeigt dagegen, dass 
die Centralaxe sieh nicht seitlich yerschiebt. Sie kann also nur iängs 
einer im Eaume festen Geraden gleiten, mithin bewegt sich der Punkt 
M, der in der constanten Entfernung h von dieser Geraden bleibt, auf 
einem Kreiscylinder, indem er eine Curve beschreibt, die die Erzeugenden 
unter constantem Winke! e trifft. Soll also eine Ourye eine circulare 
Schraubenlinie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre Krümmungen constant sind. 



; 137. Sehraub enlinien und geodätische Linien der Kegelflächen. 

Conische Schraubenlinien nennt raan die Gurren, welche die 
iden eines Kegels unter constantem Winkel treffen. Sie sind 
I die geodätischen Linien einer solchen Fläche, da sie sich beim 
Ausbreiten der Kegelfläche auf die Ebene nicht in Geraden, sondern 
vielmehr in logarithmisehe Spiralen (§ 11, c) verwandeln. In den Be- 
dingungen (38) des vorigen Kapitels woUen wir annehmen, ß sei con- 
stant und von Null verschieden, indem wir so einen bereits betrachteten 
Fall (§ 130) aussehliessen. Alsdann muss t^as sein; mithin werden, 
nachdem man ß = ]/T— «^ sin i^ , y = "j/l — «^ cos i/j gesetzt hat, 
die genannten Bedingungen 

,,, l/l — ß' p 1 lUh , tu Ifj 

(8) cos t = — il_-_ -?- , __ = _i: + !^ . 

Ist eine .beliebige ebene Curve gegeben, so kann man immer, ohne ihre 
Flexion an ändern, ihre Torsion so einrichten, daas sie eine conische 
Schraubenlinie wird: die erste Gleichung (8) dient dazu, die Function i? 
zu berechnen; setzt man diese dann in die zweite Gleichung ein, so 
kann man die Torsion bestimmen, welche man der Curve in jedem 
Punkte geben muss, damit sie unter constantem Winkel die Erzeugenden 
eines Kegels trifft, dessen Seheitel die Coordinaten — ta, — tß^ — ty 
hat Was mm die geodätischen Linien anbetrifft, so muss man bei 
ihnen in den oben genannten Bedingungen (38) k ^ cos £, /3 = süi b, 
j" == setzen; man erhalt auf diese Weise die zweite der folgenden 
Gleichungen: 

,„. dt ds sin 6 

(ü) -;- = cos £ , -3- = —^T—- 

Bekanntlich ist (§ 130) die erste diejenige, welche die Kegelfläehen 
charakterisiert. Man leitet daraus der Reihe nach ab 



y Google 



182 Zehntes Kapitel. IJemerli entwerte gewunclonc Cai'Teii. 

t ' tgi ' sm j ' 

mithin haben die osculierenden Ebenen jeder geodätischen 
Liuie eines Kegels gleichen Abstand von dem Seheitel. Trägt 
man das letzte Resultat in die zweite dei' Gleichungen (9) ein und 
integriert, so erhält man sr = wp . Also variiert bei den geodä- 
tischen Linien der Kegelflächen die Torsion wie das Product 
der Flexion mit dem Bogen. Diese von Enneper angegebene 
Eigenschaft kommt andern Curven nicht zu. Wenn man sie nämlich als 
erfüllt annimmt, so verificiert man sofort mit HÜfe der bekaimten 
Unbeweglichke jtabedingungen , dass der Punkt ( — s, «, 0) im Räume 
fest ist, d. h. dass die reetificierende Ebene einen Kegel umhüllt. 

§ 138. Windschiefe Kreise. 

Ein windschiefer Kreis ist die Curve, welche mau erhalt, indem 
man einen ebenen Kreis tordiert, ohne seine Flexion zu ändeni, so dass 
eine ihrer natäi'lichen Gleichungen immer p = Const. ist. Unter dieser 
Voraussetzung liefert die Formel (3) ü = p, mithin sind die oscn- 
lierenden Kugeln eines windschiefen Kreises alle unterein- 
ander gleich. Diese Eigenschaft kommt andern Ourven nicht zu. 
In der That liefert die Diiferentiation der Formel (3) 

Daraus folgt, d^s, wenn S, constant ist und nicht die Bedingung (5) 
erfüllt ist, in welchem Falle alle Kugeln in eine zusammenfallen würden, 
notwendig auch p constant ist. "Überdies liefern die Fonneln (6) und (7) 

s' = E r^*, p' = _R, rr ^liK 

Also ist, wie Bouquet gefunden hat, der Ort der Krümmuiigs- 
eentra eines windschiefen Kreises ein zweiter windschiefer 
Kreis, welcher dieselbe Flexion und eine Torsion hat, die im umge- 
kehrten Verhältnis der Torsion des ersten Kreises variiert. 

g 139. Übungsbeispiele. 

a) Bei welchen Curven haben die osculierenden Ebenen 
gleichen Abstand von einem festen. Punkte? Die Coordinaten dieses 
Punktes inbezug auf das Pundamentaltrieder der unbekannten Curve müssen 
den Unbevi'eglichkeitsbedinguageii (§ 120) 

dx z dy^ e dz x y 

ds s ' ds r ' ds p r 



y Google 



g 138, Windstliiefe Ki-eiee, § 139. Übungsbeispiele. 183 

_ m. Für y ^ a giebt die /.weite Bedingung ^ = 0, und dies genügt, 
um behaupten zu könneii, dass die Gurre geodätisehe Linie auf einer Kegel- 
fläche ist. Übrigens liefern die beiden andern Bedingungen x = — .?, 
a; = — o— , woraus man die für derartige geodätische Linien charakte- 
ristische (§ 137) natürliche Gleichung s)' = «p entnimmt. 

h) Bei welchen Curven haben die Tangenten gleichen Ab- 
stand von einem festen Punkte? Die Coordinatea des festen Punktes 
müssen der Bedingung J/^ + «^ = a^ genügen, deren Differentiation Yermöge 
der UnbewegliehkeitsbediugUDgen zu xn = führt. Die Annahme a; = 
giebt die sphärischen Curven (§ 133), während man für g = die 
geodätischen Linien von Kegeln wiederfindet. 

c) Um den geraden Schnitt des Cylinders zu bestimmen, 
welchem eine gegebene Schiaubeniinie angehört, bemeike man, 
dass in dem Tiieder, welches 'von der Tangente dei Schraub enlmie im 
Punkte 31, der duiuh M zu dei unendlich benachbarten Tangente gezogenen 
Paiallelen und dei Einengenden des Cyhndeia gebildet wird dei dem Winkel 

lei beiden Tangenten gegemibei liegende Diedeiwmlel gerade dei analoge 
Winkel — tür den gesuchten geraden bchnitt ist D^ nun der s gegen- 
überliegende Diedeiwinkel sich unendlich wenig ^on einem lenht-en Winkel 
unterscheidet, «o tat man 

— = - — iin e , 

(, Q 

wählend offenbai d-- =rf" sins ist Daiaus folgt s = ^in t, 41 ==4)sm't 
Durch die letzte Gleichung wird das Theorem von Pniseus zur Evidenz 
gebracht. 

d) Kann eine Schraubenlinie einer Kugel angehören? Soll 
dies der JPall sein, so muss die Bedingung (5) erfüllt werden, wenn man 
darin r = — p tg s mit constantem £ setzt. Auf diese Weise erhält man 
der Reihe nach 

-,- U -y) = — cot^ e , 41^ + .?^ eot^ i = Const. 

Also lassen sich {§ 8, d) die sphir sehen '^ohraubenimien durch blos-^e 
Torsion aus de» Hypocycloiden den Epievcloiden unl dei ( jclo de 
(i<-^, *>Ti * ^^ T ) a^l^it™ dage en ist dei geiade Schnitt des 
Cylinders, dem eine beliehife diesei Cuiven an^ehoit immei eine Epi 
cycloide, da seine natürbche Gleichunt, p + ^cos^ =l.onst ist Denkt 
man sich zwischen zwei concentnschen Eie soyhndern mit den Radien c und 
a cos t einen dritten Cylindei dei auf dem zwe ten icllt indem er den 
ersten streift, so wird jede semer Erzeugenden auf emei bebebigen dem 
äusseren Cylinder einbeschiiebenen Kugel eine Schraubenlinie beschre ben 

e) Giebt es cylindrisch conisohe Sehiiubenlinien, d h Cunen, 
welche zw gleicher Zeit Schraubenlinien auf einem Cylinder und auf einem 
Kegel sind? Es müssen die Bedingungen (8) erfüllt sein, und gleichzeitig 
muss man haben r = — ji tg e mit constantem e. Zunächst bemerke man, 
dass die Formeln (8) sich in folgender Weise schreiben lassen; 
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s cos i|j =- — -^— ^ -- e , ^- (s sia ^) = ■ ^ - cot e . 

Integriert man die zweite und trägt das Resultat in die erste ein, so findet 
man, dass die cylindrisch-eonisehen Schraubenlinien Krümmungs- 
radien haben, die dem Bogen proportional sind, wenn dieser von 
dem Scheitel des Kegels aus gerechnet wird. Umgekehrt ist jede Curve, 
die durch die natürlichen Gleichungen p = is, r = /;'s dargestellt wird, 
eine cyJmdrisch-conische Schraubenlinie, da offenbar, wenn man die Con- 
stanten tJi, e, a aus den Relationen 

li = — cot i\} cot E , fc' = cot i(j , sin i(j = — cot e 

bestimmt, die zu Anfang angegebenen Bedingungen erfüllt sind. Man kann 
hinzufügen, dass die Curve einem Kreiskegel angehört, da die in- 
variable Richtung (cosE, sin e, O) der Erzeugenden des Oylinders einen 
eonstanten Winkel mit der Richtung (o, ^, 7) des Radiusvectors bildet. 
Die cylindrisch-eonisehen Schraubenlinien sind sozusagen die Jogarithmischen 
Spiralen des dreidimensionalen Baumes: sie besitzen die merkwürdige für 
die genannten Cnrven bereits (§ 18) angegebene Eigenschaft, ongeändert zu 
bleiben, wenn sie einer gleichförmigen DUatation von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus unterworfen werden. 

i) Welches sind die Evolventen der cylindrischen Schrauben- 
linien? Indem wir uns auf die Formeln des vorigen Kapitels beziehen, 
bemerken wir, dass, wenn in den Formeln (44) das Verhältnis von p' zu 
r' als constant vorausgesetzt wird, i); constant sein muss, und dann zeigt 
die zweite Formel (43), dass die Torsion der Evolvente null ist. Also 
sind die Evolventen der cylindrischen '^(.hraubenlinien ebene 
Curven, Verfährt man in umgekehrter Weise so eikennt man leieht, dass 
es keine andern Evoluten ebener Curven giebt Erinnern T^ir nus überdies 
daran, dass die Binonnale der Evolvente und die leotiiicieiende Frzeutende 
der Evolute parallel sind, so sehen wir im Falle der Sthiiubenlinien sofott 
dass die Ebenen der Evolventen senkrecht auf den Eizeugenden 
des Cylinders stehen. In dem besondern Falle dei ciiculaien fechrauben 
iinie liefern die Formeln (44) 

p g = p- cos= t = — '■' sin 1/, cos 1^ = '^-^.-V- ' 

d. h. p' = 2ffls, wenn man mit a den Radius des Cylinders bezeichnet. 
Also sind die Evolventen der circnlaren Schraubenlinien Kreis- 
evolventen. 

g) Eine der Evoluten einer sphärischen Curve reduciert sich c 
auf den Mittelpunkt der Kugel; die andern lassen sich daraus ; 
indem man die Radion der Kugel in den beaüglichen Normalebenen um den- 
selben Winkel um die Cnrve dreht. Wenn man inabesondere in den be- 
kannten Formeln (44) if- in i/j ■ — - - verwandelt, wobei ifi den Winkel der 

Hauptnormale in M mit dem Radius OM bezeichnet, so dass 5 = J?cosip 
ist, so erhält man die Formeln 

s' = fi cot i(, , p' = -- ^- (cüt^ ifj) , r' = 7^^ ^- cot if. , 
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■welcte die Rückkelirkante der längs der gegebenen Curve um 
die Kugel gelegten Developpablen definieren. Da sV ^ Bg' ist, 
so sieht man (§ 137), daas die genannte Räekkela-kante geodätificlie Linie 
eines Kegels ist. Es ist dies eine evidente Eigenschaft, wenn man sich 
überlegt, dass die Polard eveloppable einer sphärischen Curve notwendig ein 
Kegol ist, dessen geodätische Linien (§ 131) gerade alle Evoluten der ge- 
gebenen Curve sind. 

h) Der Leaer wird sich leicht selbst andere Aufgaben bilden, die ihm 
Stoff zur Übung in der Discnssion der gewundenen Ourveu nach den Me- 
thoden der natürlichen Geometrie liefern. Will man z. B. wissen, welche 
unter den auf einer Kugel vom Radius R gezogenen Curven con- 
stante Torsion besitzen, so hat man sofort 
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= ! a f}f— , ro = i log cot ( 



wenn nan > =n H = J a setzt Man sieht feiner (§ 9) dass die 
ebene Transformierte (§ 129 d] aus Bogen \on der Lan|,e tcu in unend- 
licher Anzahl besteht, deien ledei sich asympt itisch um se ne Endpunkte 
w ekelt die symmetrisch mbezwg auf die Noiaisle i n Anfangspunkte liegen. . 
^enn min einpn solchen Bogen rhne seine Flexun zu andern tordiert, um 
ihn aut \ie Kugel in legen so bleiben iie Enlen asymptotische Punkte, 
und m dei Umgebung eines jeden von ihnen kann man die Luive als in 
der Tangentiale? enp gezeichnet in^sehen ( ) = — 1 In Anfangspunkte da- 
gegen osculieit die Curve einen gicssten t\.reis und durchsetzt ihn da sieh 
von einem Ende zum indein die osculierende Ebene immer m einem Sinne 
dreht &o kommt es, dass auf jedei der durch den genannten Kreis be- 
stimmten Halbkugeln ein asymptotischei Punkt liegt Piojiciert man die 
Curve auf die Ebene des Kreises so bewahrt sie die allgemeine Gestalt der 
ebenen Tiansformieiten dagegen gleicht ihre Projection auf die TingentiaJ- 
ehene im Anfangspunkte der Bcj,en emei Klothoide \naloge Verbältnisse 
bieten sich bei denjenigen ^phllrlschen Curven für welche das Pro- 
duct der Krümmungen konstant ist, betzt man H^^l^a, gr =^ aE, 
so findet man in der That, dass diese Curven durch die Gleichungen 



e" + e 



|(^ + r'^) 



dargestellt werden , die leicht zu discutieren sind. Der einzige erhebliche 
Unterschied gegenüber den vorigen Cui'ven besteht darin, dass die zuletzt 
erhaltenen aus einem einzigen Bogen von unendlicher Länge bestehen, der 
aber auch wieder von zwei asymptotischen Punkten begrenzt ist. 

i) Eine Reihe von Kugeln zu constrnieren, die ihre Mittel- 
punkte auf einer gegebenen Linie haben und so ausfallen, dass 
sie eine und dieselbe Curve oscuiieren. Dieses von Jamet gestellte 
Problem lässt sich leiclit lösen, wenn man bemerkt, dass auf Grund einer 
bekannten Eigenschaft (§ 134) eine (beliebige Linie sich auf einen 
Punkt reduciert, wenn man ihre Polardeveloppable auf die Ebene 
ausbreitet. Hiermit ist gemeint, daes, wenn die Normalebenen mittels 
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successiver Drehungen um die entsprechenden Polaraxen zum Zusammenfallen 
in eine feste Ebene gelangen, die Puntte der Curve, wenn sie mit den 
genannten Ebenen fest verbunden sind, schliesslich in einen einzigen Punkt 
der festen Ebene zusammenfallen. Um das Jamet'ache Pi-oblem zu lösen, 
muss man damit beginnen, die gegebene Curve (O) durch alleinige. Änderung 
der Toraion in eine ebene Curve (0') zu transformieren; darauf muss man 
eine Reihe von Kugeln construierea, die durch einen beliebigen Punkt M 
der Ebene von (0') hindurchgehen und ihre Mittelpunkte auf (0') haben. 
Es genügt jetzt, die Curve (0') au tordieren, ohne ihre Flexion zu ändern, 
bis man ihi' wieder die ursprüngliche Form (0) gegeben hat: die Kugeln, 
■welche bei der Bewegung staiT mit fortgeführt werden, werden nicht auf- 
hören eine und dieselbe Curve zu osculieren, nämlich den Ort der Lagen, 
welche 71/ in den osculierenden Ebenen von (0) einnimmt. Denmach lässt 
sich jede Reihe von Kugeln zur Oscnlation mit unendlich vielen 
Curven bringen, indem man die Linie der Mittelpunkte geeignet 
deformiert, und zwar werden sich zwei beliebige Formen dieser Linie 
immer durch einfache Torsion auseinander ableiten lassen. 



§ 140. Bertrand'sche Ourven. 

Man bezeichnet als Bertrand'sche Curve jede Linie, deren Krüm- 
mungen durch eine lineare Relation 

(10) f + 7-1 

verbunden sind. Im besondern sind Betrand'sche Curven die windschiefen 
Kreise (b = 0) und die Curven constanter Torsion (a = 0). Auch die 
Schraubenlinien kann man als Bertrand'sche Curven betrachten. Denn 
wenn man a und h unbegi'enzt wachsen ^sst derart, dass ihr Verhält- 
nis sich einem Grenzwert cot b nähert, so verwandelt sich die Gleichung 
(10) schliesslich in die charakteristische Gleichung der Schraubenlinien: 
r ^ — & tg 8. Die Bei-trand'sehen Curven sind durch folgende Eigen- 
schaft charakterisiert: ihre Haupfcnormalen aind Hauptnormalen 
einer andern Curve. Auf der Hauptnonnale einer behebigen Curve 
(M) wählen wir den Punkt iK, in der Entfernung a von M. Wenden 
wir die Fund am entalfor mein auf die Coordinaten (0, 0, a) an, so er- 
giebt sieh 

nn '*£ = i_l ^ = _^« l^^^ 

^ ' ds g ' ds r ' ds äs 

Soli nun (M^) die Hauptnormalen von {M) senkrecht treflen, su mus« 
S^ = 0, d. h. a constant sein. Es- seien a ^ cos ö, ß = sin 9, y = Q 
die Richtungscosinus' der Tangente von {M^ im Punkte M-^, so dass 

(12) " — - cot Ö = 1 

ist. Nach den Fundamentalformeln für Richtungen hat man 
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,..,, öa . ^dd SP „rfe Sy Mse sine 

(13) -— = — sm 6-;- , -5'^ = cos (* ^- , -jT = — H , 

^ ' ds ds ' du ds ' ds q ' r ' 

und man sieht, dass auch constant sein musB, damit die Hauptnoi-male 
von (Jlf) in jedem Punkte mit derjenigeu von (M^) zusammenfalle. 
Nunmehr bemerke man, dass die Gleichung (12) eine Bertrand'sch.e 
Curve definiert, für die man 6 = — dcotÖ hat. Es ist a priori klar, 
dass auch (M^) eine Bertrand' sehe Curve ist, für welche a und 6 die- 
selben Werte haben müssen. "Übrigens leitet man aus den Formeln 
(ll) und (13) ab 

ds r ' e, p ' 

und da, wenn man die beiden Gurren miteinander vertauscht, das Ver- 
hältnis -^— den Wert - — ^^^— hat, so sieht mau, dass rr, = a^ -f- ?>^ 
ds^ »*i ? 1 I 

sein muss, eine im Falle der windschiefen Kreise bereits erwähnte Eigen- 
schaft. Man verificiert jetzt leicht, dass die Gleichung (10) auch der 
Curve (M^) zukommt. Die Correspondenz zwischen den beiden Curven 
wird illusorisch bei den Curven mit constanter Torsion, da für ein ver- 
schwindendes a die Curven (M) und (Mj) zusammenfaUeu. Geht ferner 
eine der CuiTen in eine Schraubenlinie über, so rückt die andere ins 
Unendliche. Endlich ist es nützlieh, in dem allgemeinen Falle au be- 
mei^ken, dasa die Fundamentaltricder der beiden Curven starr 
miteinander verbunden sind. 

§ 141. 

Diirch die obige Frage wii'd man natnrgemäss zum Studium der 

von den Hauptnormalen einer Curve gebildeten Fläche geführt. Wählt 

man die Curve als Fundame ntaicurve, so müssen die Formeln (37) des 

vorigen Kapitels durch « = /5 = 0, y = l erfüllt werden, mithin hat man 



d.h. T = ; und p = ~hcotff wie bereits auf anderem Wege bemerkt 
worden ist (§ 132). Soli es auf der Fläche zwei Linien geben, welehe 
die Erzeugenden zu Hauptnormalen haben, so muss jede von ihnen 
eine Bertrand'sche Curve sein, und es wird im allgemeinen keine dritte 
derartige Curve existieren können; wenn aber eine solche esistieii, so wird 
es deren unendlich viele andere geben müssen, nämlich die sämtlichen 
circularen SchraubenUnien, die durch die unendlich vielen Paare von 
oonstanteu Werten p und r definiert werden, welche für ein gegebenes 
Wertepaar «, & der Gleichung (10) genügen. Eine der unendlich vielen 
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Sehraubeüliiüen (q = oo, r ^ b) reduciei-t sich auf eine GferadCj die 
gemeinaame Axe der unendlich vielen Kreieeylinder, auf denen jene 
Schraubenlinien liegen, und Strietionslinie (t ^ 0) der Fläche. Nun 
bleibt, da der Verteilungsparameter p den constanten Wert b hat, auch 
das Verhältnis 'zwischen dem Abstand und dem Winkel von zwei be- 
liebigen Erzeugenden beständig gleich b. Also ist (§ 123, h) die 
Fläche eine Schraubenfläche mit Leitebene. 



§ W2. 
Zu einer andern charakteriatiachen Eigenschaft der Bertrand 'sehen 
Curven gelangt man, wenn man untersucht, ob es vorkommen kann, 
dass eine mit dem Fundamentaltrieder einer Curve fest ver- 
bundene Gerade Normale der Bahncurven ihrer Punkte bleibt. 
Offenbar muss eine solche Gerade dem Oomplex der Normalen an- 
gehören, den wir im letzten Paragraphen des vodgen Kapitels gefunden 
haben, mithin muss zwischen ihren Coordinaten die Relation 

(14) i_j + „_o 



Wenn die Krümmungen variieren, und wenn gleichzeitig ihr 
Verhältnis variiert, wie es im allgemeinen der Fall ist, so kann man 
der Formel (14) nur genügen, indem man ft = 0, §^0, i? = nimmt. 
Diese Gleichungen stellen die Normalen der Curve dar und von 
den andern Senkrechten zur Tangente die, welche in der recti- 
ficierenden Ebene liegen. Ein erster Ausnahmefall bietet sich, 
wenn die Krümmungen zwar variieren, aber in eonstantem Verhältnis 
zueinander bleiben, in welchem Falle die Curve eine nicht circulare 
Schraubenlinie ist. Man genügt alsdann der Gleichung (14), indem 
man ß '= 0, | cos « -|- »j sin £ =' setzt, mithin sind die Parallelen 
zur Normalebene, welche die Erzeugende treffen, die einzigen 
Geraden, welche der Forcfemng entsprechen. Wenn d^egen die Schraiiben- 
linie eine circulare ist, so spaltet sieh die Bedingung (14) nicht, und 
jede Gerade des Oompleses der Normalen hat die angegebene 
Eigenschaft. Übrigens sind dies Unierfälle des einen Ausnahmefalles 
der Bertrand'sehen Curven. In der That! Wenn zwischen den Krüm- 
mungen die Beziehung (10) besteht, so genügt man der Gleichung (14), 
indem man 
(15) i = —fja, y} = aa 

nimmt, und in keiner andern Weise, Von diesen Gleichungen stellt 
die zweite den Comples der Geraden dar, welche die durch M^ zur 
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Binormale von (M) gezogene Parallele c|^ treffen; und die erste kann 
man durch die Gleichung 
(IC) »1 + 6,-0 

ersetzen, welche den Complex der Geraden darstellt, die sich auf die 
durch M zur Binormaie von (M-i) gezogene Parallele g stützen. Also 
bleiben tou den mit dem Pundamentaltrieder einer Bertrand- 
Hchen Gurre fest verbundenen Geraden diejenigen, welche g 
und g^ treffen, senkrecht zu den Bahncurven aller ihrer Punkte. 
Im beaondem sind bei jedem windschiefen Kreise die Geraden, welche 
der Forderung entsprechen, diejenigen, welche sich auf die Tan- 
gente und die Polarase stützen. Bei den nicht circularen Schrauben- 
linien Hegt g^ im Unendlichen in der Normalebene und g ist die Er- 
zeugende des Cylinders. Dagegen lässt sich eine circulare Schi-auben- 
linie auf unendlich viele Arten als eine Bertrand'sche Curve betrachten, 
und die unendlich Tielen Congraenzen, welche man in dieser Weise 
erhält, bilden gerade den ganzen Complex der Normalen. Endlich kann 
man im Falle der Curven eonstanter Torsion nicht mehr die Gleichung 
(16) an Stelle einer der Gleichungen (15) setzen; diese werden jj = 0, 
I = — ra und stellen nicht Geraden dar, welche sich auf zwei ver- 
schiedene Geraden stützen. Dies bonamt daher, dass in dem betrach- 
teten Falle (M^) mit (M) zusammenfällt und die Geraden g und g^ in 
die Binormale übergehen dei'ai't, dass das Verhältnis ihres Winkels zu 
ihrem Abstand sich einem Grenzwert nähert, der die Torsion der Curve 
raisst. Die Geraden, welche der Forderung entsprechen, sind dann also 
die sämtlichen Tangenten einer gewissen windschiefen Regel- 
fläche längs der Binormale. 

§ 143. 

Die Bertrand'schen Curven sind ein ganz specieller Fall unter den 
durch eine natürliche Gleichung 

(17) 4 + ? + ^-^+s 

dargestellten Curven. Diese bieten sich als Ausnahm ecurven dar, wenn 
man imtersucht, ob es unter den Flächen, welche von den mit 
dem Pundamentaltrieder fest verbundenen Geraden erzeugt 
werden, abwickelbare Flächen giebt. Man weiss aus dem vorigen 
Kapitel, dass die (constanten) Coordinaten einer solchen Geraden der 
Bedingung 
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geniigen müssen, welche gerade die Form (17) annimmt, wenn man von 
den Fundamentalformeln Gebrauch macht, vorausgesetzt dass man setzt 



(,18) 34- ~s~ c — ~ "p — ~^g~ ■ 

Wenn zwischen den Krümmungen keine Relation von der Form (IT) 
besteht, so müssen in der Formel (18) alle Zähler verschwinden, folg- 
lich die Bedingungen a = l, ^^0, )j=0 erfüllt sein, welche die 
in der rectificierenden Ebene zur Tangente gezogenen Paral- 
lelen definieren. Also sind dies im allgemeinen die einzigen Er- 
zeugenden abwickelbarer Flächen; dagegen kann es andere der- 
artige Geraden geben, wenn die Curve der durch die Gleichung (17) 
definierten Klasse angehört. Thatsächlich erhält man, wenn die Co- 
effieienten der genannten Gleichung nicht sämtlich null sind, dnrch 
Elimination von § und t; aus den Gleichungen (18) die Relationen 
(19) Äa' + Bß' + Üaß = , P(ß' + y') = Qaß , 

aus denen man ersieht, dasa vier andere Erzeugende abwickel- 
barer Flächen existieren können, die den Schnittlinien eines 
gewissen Kegels zweitenGrades mit einem Ebenenpaar parallel 
sind: der Kegel, dessen Seheitel auf der Curve liegt, berührt längs der 
Tangente die osculierende Ebene und die Ebenen gehen durch die Haupt- 
normale, Jedoch bemerke man, dasa, wenn A, B, C null sind, die 
erste Gleichung (19) fortfällt, die Gleichung (17) eine Schraubenlinie 
darstellt und die Erzeugenden dea Kegels alle der Forderung ent- 
sprechen, da man aus den Gleichungen (18) ausserdem ^ = 0, 7; = 
entnimmt. 

8 144. 
Im Vorigen ist bei der Behauptung, dass die Gleichungen (19) 
eine endliche Anzahl gemeinsamer Lösungen zulassen, stillschweigend 
vorausgesetzt, dass die rechte Seite von (17) kein algebraischer Teiler 
der linken ist. Im entgegengesetzten Falle reduciert sich die Gleichung 
auf die Form (10) und stellt eine Bertrand'sche Curve dar. Da man 
alsdann P und Q beliebige, nur nicht gleichzeitig verschwindende Werte 
erteilen kann, so entsprechen auch bei diesen Curven, wie bei den 
Schrauheniinien, unendlich viele andere Geraden der gestellten For- 
derung. Schreibt man die Gleichungen (19) in der Form 

so sieht man sofort, dass man ihnen in zwei ganz verschiedenen Weisen 
genügen kann, indem man nämlich den einen oder den anderen Factor 
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der linken Seite der ersten Gleiciiiing gleich Null setzt. Wenn man 
den zweiten Factor gleich Null setzt, so ist nach der zweiten Gleichung 
P = 0, mithin auch ß = . Ferner ist 

A = Fa^O, B^Qh, G=Ph + Qa,= Qa, 
Dies vorausgeschickt werden die Gleichungen (18) 
1 ^ 1 == z! . 

Die ZäMer sind nur dann alle null, wenn es f und )j sind: man findet 
dann die unendlich vielen Parallelen zur Tangente wieder, welche 
in der rectificierenden Ebene gezogen sind. Im entgegengesetaten 
Falle definieren die letzten Gleichungen eine Congruenz, aus welcher 
die Bedingung ß^O ein hyperholisches Paraholoid SJ aussondert, welches 
durch die Gleichungen 

dargestellt wird. Setzt man dagegen den Factor aa -\- bß gleich Null, 
so entnimmt man ans den Gleichungen (18) 

Für y = erhält man unendlich viele andere parallele Geraden, 
die in einer zur rectificierenden Ebene parallelen Ebene liegen. 
Setzt man ;' nicht gleich Null, so definieren die Gleichungen 

■^ = aa, £=--'*;', aa-\-hß = 

die Erzeugenden eines anderen Paraboloids Ef^ , welche parallel zu einer 
durch die Hauptnormale hindurchgehenden Ebene sind. Es ist also 
für die Bertrand'schen Curven charakteristisch das Vorhandensein 
von zwei mit dem Fundamen taltriedor fest verbundenen hyper- 
bolischen Paraholoiden von der Beschaffenheit, dass die Er- 
zeugenden der einen Schar beständig tangential zu gewissen 
Curven des Raumes bleiben. Die Scblussbemerkung des § 140 
klärt uns darüber auf, waram wir hei der obigen Untersuchung zn 
zwei Paraholoiden und zu zwei Seharen von parallelen Geraden ge- 
langt sind: es ist in der That klar, daas das Paraholoid W^ nur sozu- 
sagen das Paraholoid W für diejenige Bertrand'sche Gurve ist, welche 
nach dem in § 140 gesagten dieselben Hauptnormalen wie die be- 
trachtete Curve hat. Endlich wollen wir bemerken, dass die beiden 
Paraboloide bei den Curven constanter Torsion zusammenfallen und im 
Falle der windschiefen Kreise in zwei Parabeln ausarten (§ 123, f): 
die eine Parabel hegt in der osculierenden Ebene, hat ihren Scheitel auf 
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der Citrve und ihren Biennpuukt im Kminiriungscentrain ; die andere 
liegt in der Normalebene, hat ihien Biennpuiikt auf der Ourve und 
ihren Scheite! im KrümmungacLuti um 



§ 145. 
Es giebt einen andern Fall, in welchem die Gleichungen (19) un- 
endlich viele gemeinsame Lösungen zulassen. Es ist der, wo B und P 
null sind. Setzt man unter dieser Annahme A =^ Qa, C = Qh, so 
gelangt man zur Aufdeckung einer charakteristischen Eigenschaft der 
durch die natürliche Gleichung 

definierten Oiirven. In der That werden die Gleichungen (18) 

(21) «(J_0, «?-0, &-=-^tM_,i> + ,S 

und wenn man die in der rectifiei er enden Ebene liegenden Parallelen 
zur Tangente (^^^0, i; = 0, «= 1) unberücksichtigt lassen will, so 
sieht man, dass man 

(22) «-0, /!,-», -/i£_6 

setzen muss, und dass man den Gleichungen (21) in keiner andern 
Weise genügen kann, solange a^O ist. Die Gleichungen (22) de- 
finieren unendlich viele Parallelen zur Normalebene, welcbe sich auf 
die von M nach dem Punkte (a, b) der rectificier enden Ebene führende 
Gerade stütaen und auf diese Weise ein Conoid (§ 123, h) dritter Ord- 
nung bilden. Die Projecfcionen dieser Geraden auf die Normalebene 
umhüllen eine Parabel, welche ihren Brennpunkt in M und ihren Scheitel 
auf der Hauptnormale in der Entfernung h von M hat. Im besondem 
sieht man für 6 = 0, dass die Cnrven, deren Torsion proportional 
dem Quadrate der Elexion ist, charakterisiert sind durch das 
Vorhandensein eines geraden Oonoids dritter Ordnung, wel- 
ches mit dem Fundamentaltrieder starr verbunden und so be- 
schaffen ist, dass jede seiner Erzeugenden sich auf einer ab- 
wickelbaren Fläche bewegt. Lässt man a nach Null abnehmeUj 
so ateUt die Gleichung (20) in der Grenze einen windschiefen Kreis 
(p = b) dar, und das Conoid (22) wird unbegrenzt auf die Normalebene 
zusammengedrückt, wobei es sich schliesslich auf die Schar der Tangenten 
einer Parabel reduciert; gleichzeitig erscheint aber für a^O eine zweite 
Parabel in der oaculierenden Ebene, da man alsdann den Gleichungen (21) 
auch durch die Annahme ^^^=0, S = 0, — ar^^by^ genügen kann. 
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Allgemeine Theorie der Pläclien. 

§ 146. GeodätJaohe Liniea und Asj^mptotenliBien. 

Die Eigenschaften einer Flache in der Umgebung jedes Punktes M 
stehen in genauer Beziehung zu denen der Curven, welche durch M hin- 
durchgehen. Im folgenden (g 219) werden wir sehen, dass die Tangenten 
aller dieser Curven in einer Ebene hegen, welche man die Tangential- 
ebene der Fläche im Punkte M nennt. Die Normale der Fläche, 
d. h, die auf der Tangentialebene in M errichtete Senkrechte, ist Nor- 
male aller durch M hindurchgehenden Curven und kann für gewisse 
die Einormale, für andere die Hauptnormale sein. Die Curven, bei 
welchen in jedem Punkte die Binormale mit der Normale der Fläche 
zusammenfällt, heissen Asymptotenlinien; diejenigen, welche diese 
Normale als Hauptnormale zulassen (vgl. § 126), nennt man geodätische 
Linien. Mit andern Worten: Wenn man die einer F^ehe längs einer 
gegebenen Cuitc umbeschriebene Developpable betrachtet, d. h. die En- 
veloppe der Ebenen, welche die Fläche in den Punkten der Curve be- 
rühren, so kann man sagen, dass die längs einer Asymptoteniinie um- 
beschriebene Developpable diese Curve als Rückkehrkante zuiässt, wäh- 
rend die längs einer geodätischen Linie umbeschriebene Developpable 
die rectificierende einer solchen Curve ist. Um sich volle Rechenschaft 
von dem wesentlichen Unterschied zwischen den beiden Arten von 
Curven zu geben, ist es nützlich, die Fläche als materiell ajiaunehmen, 
indem man ihr eine gewisse Dicke zuschreibt, und sich andererseits die 
Curve als einen Streifen auf der Developpablen der Tangenten zu denken, 
d. h, auf der Reihe derjenigen Ebenen, von denen man sagen kann, 
dass ihnen die successiven Elemente der Curve am genausten ange- 
hören (§ 120). Will man auf einer Fläche eine geodätische Linie an- 
bringen, so muss der Streifen senkrecht in die Dicke unserer Fläche 
eindringen, während es, um eine Asymptoteniinie anzubringen, genügt, 
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si« auf die Flachp hiiizulea;en, auf döi sie inhen wird wie ein ebener 
Stielten auf seiner eigenen Ebene Es sei ip dei '\'\''inl:el, um welcben 
fui emen auf dem positiven Teil dei Tangente betiiidlichen Beobachter 
die Km male dei Flache im Sinne des Uhrzeigers sich drehen muss, 
um mit der Hauptnoimale zu<«ammenzuf allen A\ii worden bald in 
unsem Rtchnungen hantig die Gio^^en 

auftreten sehen, welche man die Kormalkrftmmung und die geo- 
dätische Krümmung neimt, imd werden immer festzuhalten haben, 
dass die geodäUschen I/mien dwrch das beständige Verschwmden der 
geodäUschen Krümtmmg charaJäerismi sind, während die Asymptoten- 
Urnen dm-ch das hestimdige Versciminden der Normallorümmung cha/rakte- 
rimrf smd. Man bemerke hier, daas nur die Geraden die Eigenschaft 
haben, gleichzeitig Asymptotenlinien und geodätische Linien auf jeder 
Fläche zu sein. 



§ 147. Krümmungslmieu. 

Eine auf einer Fläche gezogene Curve nennt man eine Krümmungs- 
linie, wenn die Fläehennormalen längs dieser Curve eine Developpable 
bilden. Wir haben bereits gesehen (§ 131), dass hierzu notwendig und 
hinreichend ist, dass die Ableitung von tl; nach dem Bogen gleich der 
Torsion der Curve ist. Wenn wir also als geodätische Torsion die 
Grösse 

jj ^^ }_ 

bezeichnen, so können wir behaupten, dass die Krümmungslinien 
durch das constante Verschwinden der geodätischen Torsion 
charakterisiert sind. Speciell sind alle auf einer Kugel gezogenen 
Curven Krümmungshnien dieser Fiäche, da die Normalen im Mittel- 
punkt zusammentreffen; und noch specieller ist jede ebene Curve Krüm- 
mungslinie und gleichzeitig Asymptotenlinie der Ebene, in welcher sie 
liegt. Zu dem allgemeinen Falle zurückkehrend bemerken wir folgendes 
(§ 131): Wenn eine Curve Krümmungslinie auf zwei Flächen 
ist, so schneiden sich diese längs der genannten Curve unter 
constantem Winkel; und wenn zwei Flächen sich unter con- 
staniem Winkel schneiden, so kann die Scbnittcurve nicht 
Krümmungslinie auf einer der Flächen sein, ohne es auch 
auf der andern zu sein. Daraus folgt, dass, wenn eine KrOm- 
mungslinie eben ist, ihre Ebene die Fläche unter constantem 
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Winkel schneidet; und das gleiche lässt sich von jeder sphärischen 
Krümmungslinie nnd der Kugel sagen, auf welcher sie liegt. Umge- 
kehrt ist, wenn eine Ebene oder eine Kugel eine Fläche unter 
constantem Winkel schneidet, die Schnittenrve Krümmungs- 
linie auf der betrachteten Fläche, Endlich bemerke man, dass, 
wenn bei einer Krümmungslinie der Winkel ^ constant ist, die Linie 
notwendig eben ist. Im besondern ist jede geodätische Krümmungs- 
linie (ifi = 0) eben, und ihre Ebene schneidet die Fläche unter rech- 
tem Winkel. 



§ 148. Pundamentalformeln für die Curven auf einer Fläohe. 

Bei der Untersuchung einer Curve auf einer Fläche ist ea nütz- 
lich, als s-Axe die Flächennormale in einem beweglichen Punkte M 
au wählen und als x-Axe die Tangente der Curve beizubehalten. Wenn 
man in den Unbeweglich keitsbedingungen {§ 120) 



__ dy^ ^^ _ 

ds Q ' ds r ' ds 



"■^ ; "l^ •^^ __ ^ 



die sich auf das Fundamen taltrieder der Curve beziehen, die Coordinaten- 
transformation 

X = x' , y = y' cos ij> — ß' sin i/' , s = )/' sin i/j -|- ,?' cos tj) 

ausführt, so ergeben sich die Relationen 

(1) g = az»-§j,-i, %-i§x-z,, |-sj,-sj». 

Offenbar sind die Fundamentalformeln, welche dazu dienen, die absoluten 
Variationen der Coordinaten x, y, s eines beliebigen gleichzeitig mit M 
beweglichen Punktes zu berechnen, 

i^ = |5 — 2>r^ _t- Sj, + 1 
ds ds 1 :7.v 1 I 

S=S-§' +--'. 
äs dz ~ , ~- 
-^ = —-—U.y 4-clZx, 
ds ds ^ ' ' 

und es ist klar, dass sie auch bestehen, wenn x, y, z die Bedeutung 
von Richtnngscosinus' haben, vorausgesetzt, dass man in der eraten 
Gleichung den consianten Term beseitigt. 



y Google 



196 Elftes Kapitel. Allgemeine Theorie der Flächen. 

§ 149. Theoreme von Meuenier und von Bonnet. 
Wpim man vom Punkte M zu einem unendlich benaclibarten Punkte 
M' ubeigeht, so hat die Variation der Ä-Coordinate eines beliebigen 
lesten Punktes denselben Wert für alle Curven der Fläche, welche sich 
in M berühren, da sie die Differenz zwischen den Abständen des festen 
Punktet, von den Ebenen darstellt, die die Fläche in M und in M' be- 
rühren, wnd infolgedessen dieselbe ist für alle Curven^ welche das Ele- 
ment MM' gemein haben. Es folgt also aus der dritten Formel (1), 
dass jede der Grössen E und dZ einen ungeänderten Wert bewahrt für 
aUe Curven der Fläche, welche Mx im Punkte M berühren. In der 
Un Veränderlichkeit von E besteht der Satz von Bonnet, aus welchem 
sich ergiebt, daas abgesehen vom Vorzeichen die geodätische Tor- 
sion einer Curve sich nicht unterscheidet von der absoluten 
Torsion der berührenden geodätischen Linie. Der Satz von 
Meusnier sagt dagegen die ünveränderliehkeit von SZ aus und hat 
wichtige Polgerungen. Vor allem müssen, wenn ^ für zwei sich be- 
rührende Curven denselben Wert (^ ^1 hat, auch die Werte von q 
gleich sein, d. h. zwei Curven, die in einem Punkte der Fläche 
von einer und derselben Ebene osculiert werden, haben gleiche 
(absolute oder geodätische) Krümmungen, vorausgesetzt, dass die ge- 
meinsame osculierende Ebene nicht die Tangentialebene der Fläche ist. 
Unter allen Curven, welche in M eine gegebene Curve berühren, be- 
trachte man den ebenen Norm als chnitt, den die Ebene ex auf der 
Fläche hei-vorbringt. Ist p,, sein Krümmungsradius, so liefert der Satz 

von Meusnier für &Z den Wert --, Also ist die Normalkrümmung 
So ^ 

einer beliebigen auf einer Fläche gezogenen Linie die Krüm- 
mung des ebenen Normalschnittes, der auf der Fläche tangen- 
tial zu dieser Linie ausgeführt ist. Was die geodätische Krüm- 
mung anbetrifft, so bemerke man, dass nach dem Satze von Meusnier 
auf dem Cylinder, der die Curve orthogonal auf die Tangentialebene 
projieiert, die Krümmung des Normalschnittes, der jene Curve berührt, 
gerade — ^ ist. Also ist die geodätische Krümmung einer auf 
einer Fläche gezogenen Linie die Krümmung der Projection 
der Curve auf die Tangentialebene. Endlich besteht wegen der Un- 
veränderUchkeifc von ST die Relation p = p„cos^, mithin erhält man 
das Krümmungscentrum einer beliebigen Linie einer Fläche in 
einem Punkte M, indem man auf die osculierende Ebene dieser 
Curve das Krümmnngscentrum desjenigen ebenen Normal- 
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seliiiittes projiciert, welcher die Curve in M beriilirt. Diese 
Constniction gilt nicht für die Curven, welche die Asymptofcenlinien 
berühren, da bei den Asymptotenlinien dZ wegen des Verschwindens 
Ton costl> null ist, p aber einen beliebigen Wert hat. Wenn eine Cürve 
eine Asytnptotenlinie in einem Punkte M berührt, ohne die Tangential- 
ebene der Fläche zu oseulieren, so ist cos ip nicht null, mithin muss 
die Flexion null sein; wenn aber die Curve von der Tangentialebene 
oscuUerfc wird, so kann ihre Flexion einen beliebigen Wert besitzen, 
der im allgemeinen verschieden von demjenigen ist, den die Flexion 
der berührenden Asymptote nlinie hat. 



Die Un Veränderlichkeit von S^Z und E für alle Curven, welche eine ge- 
gebene Tangente haben, ergiebt sich noch einfacher aus der Untersuchung 
der Normalen der Fläche in der Umgebung eines Punktes M. Wenn 
man die Formeln (2) in der Form, wie sie für Richtungen gelten, auf 
die Ri 



Lchtung (Oj 0, 1) anwendet, so findet man, dass die Normale in 
;e Richtungscoefficienten — SZds, Sds, 1 hat, und dies genügt, 
eher zu sein, dass jede der Grössen S>Z und S einen einzigen Wert 
besitzt für alle Curven, die das Element MM' gemein hahen. Man 
sieht ausserdem, dass beim Übergänge von M zu M' die Stellungs- 
änderung der Tangentialebene der Fläche aus zwei infinitesimalen Rota- 
tionen hervorgeht, deren eine, proportional der Normalki-ümmung, sich 
vollzieht, ohne dass die Ebene sich um MM' dreht, während die 
andere, proportional der geodätischen Torsion, gerade in einer Rota- 
tion um die Tangente besteht. In analoger Weise gelangt man zur 
Interpretation der geodätischen Krümmung, indem man nunmehr die 
Richtung (1, 0, 0) betrachtet. Man findet, dass die Richtung der Tan- 
gente in M' definiert ist durch die Richtungscoefficienten 1, —§äf^, 
St äs, mithin dreht sich die Tangente, während sie an der Bewegung 
der Tangentialebene teünimmt, in dieser Ebene um einen Winkel §ds 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers für einen Beobachter, der 
auf dem positiven Teil der Normale steht. Mit andern Worten: die 
geodätische Krümmung ist proportional der Projeetion des 
Winkels zweier unendlich benachbarter Tangenten auf die 
Tangentialebene, wie die geodätische Torsion proportional ist 
der Projeetion der Richtungsänderung der Plächennormale auf 
die Normalebene der Curve. Nunmehr ist klar, dass § nicht bloss 
von der Tangente in M abhängt, wie @Z und E, sondern auch noch 
von der Tangente in M'. Der Wert von g ist also derselbe für alle 
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Curven der FJäche, welche in M von einer und derselben Ebene osculiert 
werden, dagegen nicht für alle Curven, welche einander in M berühren: 
an diesem Umstände liegt es, dass von jedem Punkte der Fläche geo- 
dätische Linien (§ = 0) nach allen Richtungen ausgehen, während die 
Zahl der Krümmungslinien (5 = 0) und der Asymptotenlinien (ßH = 0), 
welche durch einen gegebenen Punkt M hindurchgehen, wie wir sehr 
bald sehen werden, endlich ist. Denn wenn man in einem Punkte M 
einer Curve den Wert von E oder ST vorschreibt, so bedeutet dies, 
dass man denselben Wert den unendlich vielen Curven, welche in M 
die gegebene Curve berühren, vorschreibt, welches auch ihre osculie- 
renden Ebenen sein mögen. 

§ 151. 

Die Betrachtungen der ersten vier Paragraphen des achten Kapitels 
sind unmittelbar anwendbar auf die Curvensehareo , die auf einer be- 
liebigen Fläche gezogen sind. Mau kann also sagen, daas jede Function 
der Punkte einer Fläche die analytische Darstellung einer einfach unend- 
lichen Schar von Curven vermittelt. Hat man ferner den Differential- 
quotienten der Function in einer beliebigen Richtung definiert, und 
wählt als Grundlage eines orthogonalen Systems krummliniger Co- 
ordinaten dem § 109 gepiäss die beiden durch die Functionen q^ und q^ 
definierten Curvenscharen, so findet man die Entfernung von zwei un- 
endlich benachbarten Punkten ausgedrückt durch die Formel 

wo die Q Functionen der q sind, imd man erkennt, dass die Differential- 
quotienten in den Eichtungen der Coordinatenlinien in der folgenden 
Weise von den Ableitungen nach den q abhängen: 

B _ 1 3 3 _i_ J_ 



Dies vorausgeschickt und 


' Ssj 


(3) 


a- 


8 los «, 

- 8., 


■ % 


gesetzt, 


verwandelt sich 


die Bedingung 



welche notwendig und hinreichend für die Existenz einer 
Function f ist, deren Differentialquotienten die vorgeschrie- 
benen Functionen u und v sind, in 



y Google 



Daraus folgt, dass für jede 

sein muss. Es ist dies eine für die natßrliclie Äiialysis >:Ici- Flächen 
seiir aükliche Formel. 



§ 152. 
Wir wollen jetzt nach Festlegung eines Systems orthogonaler 
krummliniger Coordinaten die Äsen M^ nnd My längs der Tangenten 
der Coordinatenlinien q^ und q^ richten, welcbe durch M hindurch- 
gehen. Wenn M längs der Linie q^ fortrückt, so sind die Bedingungen 

(6) ^ = ms — §y—l, ^^-=§x — ^z, ^ = tLy~mx 

notwendig für die Unbeweglichkeit des Punktes {x, y, s). Um die 
analogen Bedingungen für den Fall zu finden, dass M längs der Linie 
$g fortrückt, muss man x und y bezüglich in y und — x verwandeln 
und E, ST, § ihre Werte für die genannte Linie q^ erteilen, so dass 
man hat 

Es ist hier wichtig, zu bemerken, dass für t eis eh windende x, ?/, s, wenn 
man also den Augenblick des Durchganges von M durch die feste Lage 
(x, y, s) betrachtet, die Formeln (6) und (7) 

|£ Sy _, ^_ly__^„A^_n 

gs, 3s, -• ' ds, 8s. c*«. ds, 

liefern. Wenn maji fortfährt anzunehmen, dass x, y, n null sind, imd 
auf (6) die Operation ir- anwendet unter Berücksichtigung von (7), so 
erhält man 

Wendet man dagegen auf (7) die Operation -J— an, so findet man auf 
Grund von (6) 

Dies vorausgeschickt braucht man nur auszudrücken, dass die Relation 
(5) von den Functionen x und y erfüllt wird, um die Werte der geo- 
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dätiselien Kriimmuiigen der beiden Linien, atisgedrückt durch die Grössen 
(3), zu erhalten: 

§ = §t, %' = %• 
Wendet man dagegen auf s dieselbe Relation an, so erhält man S -|- S' = 
und geivinnt so einen Beweis für das folgende Theorem von Bonnet; 
Die geodätischen Torsionen von zwei Linien, welche sich 
rechtwinklig schneiden, sind in dem Schnittpunkte gleich und 
entgegengesetzt. 



§ 163. 

Bemerken wir, dass, wenn man eine geodätische Linie z, B. als 
9^-LJnie annimmt, §i = ist, dass also Q^ auf Grund von (3) eüie 
Function von q^ allein sein musa. Daraus folgt, dass man immer, in- 
dem man statt gj eine passende Function von ^^ einführt, ft = 1 machen 
kann, so dass das Quadrat des Bogenelements durch dq^^ + Q^^äq^ 
ausgedrückt wird. Die Entfernung zwischen zwei Punkten M. und W 
der betrachteten geodätischen Linie, gerechnet längs dieser geodätischen 
Linie, ist die absolute Differenz zwischen den Werten von ^^ in M. und 
M.' , mithin bestimmen zwei beliebige orthogonale Trajectorien 
einer Schar von geodätischen Linien auf den unendlich vielen 
geodätischen Linien gleiche Bogen, gerade so wie es in der Ebene 
bei den orthogonalen Trajectorien einer beliebigen Geradenschar der 
Fall ist. Diese imd andere Eigenschaften sind dem Umstände zuzu- 
schreiben, dass die geodätischen Linien sozusagen die Geraden 
der Fläche sind. In der That! Wenn der Punkt M nach W geht 
und dabei nicht der geodätischen Linie, sondern einer andern Linie 
folgt, so durchläuft er einen Weg von grösserer Länge, da q^ nur längs 
der geodätischen Linie constant bleibt. Auf diese Weise sehen wir ein, 
weshalb die geodätische Linie den kürzesten Weg zwischen zwei 
nicht zu weit voneinander entfernten Punkten der Flache be- 
zeichnet. Übrigens erscheint diese Eigenschaft als evident, wenn mau 
sich überlegt, dass nach dem in § 150 gesagten ein Punkt, der auf 
einer Fläche eine beliebige Curve beschreibt, in jedem Augenblick auf 
der genannten Fläche eine Deviation §rfs erfährt. Will man nun, dass 
der Punkt auf dem kürzesten Wege gehen soll, so muss man, um ihn 
an der Deviation zu hindern, voraussetzen, dass beständig § = ist. In 
dieser Weise wird auch klar, warum ein auf einer Fläche gespannter 
Faden immer die Form einer geodätischen Linie annimmt. 
Dies ist eine wichtige Thatsache, da sie ein sehr einfaches praktisches 
Mittel liefert, um auf einer beliebigen Fläche die geodätischen Linien 
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zu zeichnen Es tiitt jedoch, wenn man sich die Flache mateiiell denkt 
m gewissen Punkten ein, dass dei Faden dieselbe verlasst, um sich 
im Räume m Geiadpnfoim au sp innen, und dann wird man sich m 
diesen Punktt-n jedesmal ein Loch anjjehiacht denken müssen so dass 
dei Fiden duich die Fhche hmduich kann, um sich bild aut die eme, 
bald aut die andere beite d« Flache zu legeu Wie man a piioii 
die Stellen anstehen kann wo man die Fliehe dmchbohren muss, pi 
aiebt sich aua emei luheliegenden Bemeikung, dass ntimlnh tn ihnen 
die Flexion iei Fadens ihr Zeichen wechselt, so dass, da luch CT = 
ist, du, gesuchten Punkte 70 den]eni£;en gihoien, m welchen dit 
j^eodctfcische Linie eine Aaj mptotenlinie beruhit. 



§ 154. Fundamentalformeln für die natürliche Analysis der Flächen. 

Nach den BesnltatGu des g 152 nehmen, wenn man mit 2?^ und 
S)t^ die Krammungen $Z und SZ' bezeichnet, die Bedingungen (6) und 
(7) die definitive Form an 



(8) 



||j-.g,>,-Es, |i-ai,«-g,x-l, |i-Ei~-«,!,. 

Dies sind die notwendigen Bedingungen für die Unbeweglich- 
keit des Punktes (x, y, s), und sie sind auch hinreichend, da 
man jede beliebige infinitesimale Verrückung des Anfangspunktes M 
auf der Fläche immer als residfeierand aus zwei Verriiekungen längs der 
Coordinatenhuien betrachten kann. Will man nun aUgemeiner die , 
absoluten Vai'iationen der Coordinaten eines mit M beweglichen Punktes 
im Räume haben, wenn M auf der Fläche in der durch den Winkel a 
inbezug auf Mx definierten Kichtuiig fortrückt, so wird es genügen wie 
in den Formeln (2) die Differenzen zwischen den linken und rechten 
Seiten der Formeln (8) zn nehmen, um dann die Operation 

(9) T- = cos ra 5 \- sin ra -7=r- 

anzuwenden. Ausser den Formeln (8) ist von grosser Wichtigkeit ein 
anderes Tripel von Relationen, welche notwendig und hinreichend sind, 
damit die Gleichungen (8) durch drei Functionen x, y, s von g^ und 
q^ erfüllt werden können. Damit z. B. die Function z existiere, ist 
nach (5) notwendig und hinreichend, dass 
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istj welches auch x, y, s sein mögen; und da man der linken Seite 
auf Gfrimd unserer Formeln (8) die Form 

geben kann, so sieht man, dasa die fünf Krümmungen St^, e>2^, £, §,, §^ 
den ersten beiden Relationen des Tripels 

^ + 11+ ^^^t ^C^i-s-^Og., 

"If + S + ^i' + ^^'= ^' — ^i^ä 

genügen müssen und auch der dritten, welche man erhält, indem man 
analog mit a; oder mit y operiert. Dies sind die Formeln von Codazzi: 
die letzte trägt apecieller den Namen Gtauss'sche Formel und redu- 
cici-t sich im Falle der Ebene auf die bekannte Lamö'sche Kektion (§ 112). 

§ 155. Theorem von Euler. 
Wie variiert die Normalkrümmung and die geodätische Torsion 
nm einen Punkt herimi? Wir versehen mit dem Index a alles, was 
sieh auf eine behebige Curve bezieht, die durch M hindurchgeht und 
eine um m gegen die Axe Mx geneigte Gerade berührt. Für diese 
Gurve wird die dritte Formel (1) 

— = (-^x sin ta -\- y cos ra) S„ — (x cos o + jy sin ») &Z^ , 
und andererseits hat man unter Beachtung der Formeln (8) 

g = (£j, — m^x) cos Q, + (Sa: — m^y) sin a . 
Durch Vergleichung erhält man 

c'2'iu cos ß» + E™ sin 0) ^^ &l, cos o) — E sin ra , 

(10) ™ -r » 1 ^ ! 
SZ„ sin ß) — S„ cos <a = &l^ sin ra — (l coa ra , 

und man entnimmt daraus 

(11) SZ^ = 31^^ cos^ ra — 2S cos ta sin ra -(- 3Z^ sin^ro. 

Es ist bekannt, daas man aus einer derartigen Form immer, aber im 
allgemeinen in einer einzigen Weise, das mittlere Glied forfeehaffen 
kann mit Hilfe einer passenden Drehung der Axen in der Tangential- 
ebene um den Punkt M. Dann und nur dann sind, da E = ist, die 
Coordinatenlinien Krümmun^linien. Es gehen demnach, wie Monge 
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gefunden hat, durch jeden Punkt einer Fläche nur zwei Krüm- 
mungslinien, und zwar senkrecht zueinander. Wir werden die 
Krümmungsradien derjenigen Normalschnitte, welche die Krümmnugs- 
linien berühren, die Hauptkrümmungsradien nennen und mit R^ und 
Rj bezeichnen, so dass, wenn die Axen tangential zu difssen Linien 
gerichtet sind, die Formel (11) 

(12) SZ..^ + S^ 

wird. Diese wichtige Formel von Euler zeigt zusammen mit dem 
Theorem von Meusnier, dass in jedem Punkte einer Fläche nur diu 
Krümmung von zwei Linien bekannt zu sein braucht, um diejenige 
jeder beliebigen andern Curve zu kennen. 

§ 156. 
In speciellen Punkten, die man Nabelpunkte nennt, kann es vor- 
kommen, dass 74 = ^5 ist. Dann hat man in allen Richtungen S = 0, 
und eTo, hängt nicht von ra ab, d. h. in den Nabelpunkten laufen 
unendlich viele Krttmmungslinien zusammen und die Normal- 
krümmung hat denselben Wert für alle Curven, welche durch derartige 
Punkte hindurchgehen. Kann eine Fläche aus lauter Nabelpunkten 
bestehen? Um auf diese Frage zu antwoi-ten, wähle man als Goordinaten- 
Unien die Krümmungslinien und bemerke, dass die ersten beiden Formeln 
von Codazzi 

werden. Diese Formeln zeigen, dass, wenn in jedem Punkte i^, == jR^ 
wäre, der gemeinsame Wert von Üj und 11^ eine Oonstante B sein 
würde. Dies vorausgeschickt genügt es, zu bemerken, dass die Be- 
dingungen (8) durch x = Of y = 0, s = B erfüllt werden, um sich zu 
überzeugen, dass die Punkte der Fläche alle in der Entfernung R von 
einem festen Punkte liegen, d. h, dass die einzige Fläche, auf wel- 
cher jeder Punkt ein Nabelpunkt ist, die Kugel ist. Daraus 
folgt, dass es ausser der Kugel (vgl. § 147) keine andern Flächen 
giebt bei welchen jede Linie Krümmungslinie ist. 



§ 157. 

Zur Formel (12) zurückkehrend wollen w 

wenn B^ und R^ dasselbe Vorzeichen haben, beim Variieren von im ein 

unverändertes Vorzeichen bewahrt, mithin niemals verschwindet. Durch 
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solche Punkte, welche man elliptische Punkte nennt, gehen also 
keine reellen Asymptotenlinien. Wenn dagegen E^ und E^ entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, so verschwindet S>Zo, in zwei Richtungen, die 
durch die Fonnel 

(13) tg»_±y^| 

definiert sind. Alsdann heisst der Punkt hyperbolisch, und man sieht, 
dass durchjeden hyperbolischen Punkt zwei reelle Asymptoten- 
liuien hindurchgehen, welche gleiche Neigung gegen die Krümmnngs- 
linien haben. Inzwischen können wir ebenso, wie aus (10) die Formel 
{11) abgeleitet worden ist, auch die Formel von Bonnet daraus ge- 
winnen 
(14) 2:„=e:cos 2ö + i(£'?i — c'rs)3in2o, 

welche uns sagt, wie die geodätische Torsion um jeden Punkt herum 
variiert. Das Variationsgesetz nimmt die äusserst einfache Form 

(16) ü:„_(i-i) .;„„»,» 

an, wenn man den Winkel ra von einer Krümmungsiinie aus rechnet. 
Im besondem findet man, wenn man in (15) für ra die durch die Formel 
(13) definierten Werte einsetzt, dass der Torsionsradius der Asymptoten- 
linien gleich y^B^E^ ist: dies ist ein bemerkenswerter Satz von 



§ 158, Dupin'setie Indlcatris. 

Um sich volle Rechenschaft von dem Verhalten einer Fläche in 
der Umgebung eines jeden ihrer Punkte zn geben, ist es nützlieh, sieh 
auf eine geometrische Darstellung der Formel (12) zu stützen. Auf 
der durch den Winkel to definierten Tangente nehme man den Abschnitt 
MP gleich der Quadratwurzel des absoluten Wertes des Radius der 
Normalkrömmung. Der Ort der (reellen) Punkte P heisst die Dup in 'sehe 
Indicatrix. Die Coordinaten von P in der Tangentialebene sind 

^ ~ V^^" ' ^ ~^ y±Mz ' 

mithin hat man 

(") | + ^-±i 

als Gleichung des Ortes der reellen oder imaginären Punkte P. In den 
elhptischen Punkten der Fläche stellt die Gleichung (16) zwei EUipsen 
(§ 28) dar, von denen nur die eine reell und infolgedessen die Indicatrix 
ist, Sie redneiert sich in den Nabelpunkten auf einen Kreis. In 
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den hyperbolischen Punkten stellt dagegen die Grleichnng (16) zwei 
reelle Hyperbeln dar mit gemeinsamem Mittelpnnkt und gemeinsamen 
Axen und Asymptoten. Jetzt ist klar, dass die Er (immun gslinien sich 
definieren lassen als diejenigen Curven, welche in jedem ihrer Punkte 
eine Axe der Dupin'sehen Indicatrix berühren, während die Asymptoten- 
linien in jedem Punkte eine Asymptote jener Indicatrix berühren. Auf 
diese Weise erklärt es sich, warum die Asymptotenlinien nur die aus 
hyperbolischen Punkten bestehenden Regionen durchziehen und wie sie 
um jeden dieser Punkte herum zwei Winkelräume bestimmen, für deren 
einen die Normalkrümmung positiv ist, während sie für den andern 
negativ ist. Inzwischen zeigen die Formeln (1), wenn man für einen 
Augenblick in M den Anfangspunkt der Bogen einer beliebigen Curve 
fixiert, dass 

limi--ifelimä_OTl™^)_lOT 
Ä* 2 V ds dsl ä 

ist, mithin s das Vorzeichen von @X hat. Also liegt in der Um- 
gebung eines elliptischen Punktes die Fläche ganz auf einer 
Seite der Tangentialebene. Dagegen wird in der Umgebung 
eines hyperbolischen Punktes die Fläche von der Tangential- 
ebene geschnitten, und die Schnittlinie hat zwei Zweige, welche 
durch den genannten Punkt hindurchgehen, indem sie die Asymptoten- 
linien berühren. 

§ 159. 
Conjugierte Tangenten sind zwei beliebige eonjugierte Durch- 
messer der Dupin'sehen Indicatrix. Wenn der Punkt M auf der Fläche 
in der durch den Winkel o iubezug auf die Krümmungslinien definierten 
Richtung fortrückt, so dreht aieh die Tangentialebene (s = 0) um die 
durch die Gleichung 

definierte Gerade. Diese Gleichung wird unter Beachtung der Forniebi (8) 
y = xi^N', wo 

tgro tg ci' = ~-^' 

ist. Also haben (§ 28) zwei eonjugierte Tangenten die Eigenschaft, 
dass, wenn ein Punkt längs einer von ihnen fortzurücken beginnt, die 
Tangentialebene um die andere zu rotieren anfängt. Mit andern Worten: 
Die Erzeugenden der einerFläche längs einer gegebenen Curve 
umbeschriebenen Developpablen sind zu den Tangenten dieser 
Curve conjugiert. Im besondern sind zueinander conjugiert die Tan- 
eier Krümraungslinien und ist zu sich selbst conjugiert jede 
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Tangente einer Asymptoteiilinie. Der Winkel B, den eine Tangente 
mit ihrer conjugierten bildet, läsat sich sofort mit Hilfe der Formeln 
(1) bestimmen, indem man die Gleichung der Tangentialebene differenziert. 
Man erhält 

(17) '(?9-f 

und sieht aufs neue, dass für die Asymptotenlinien ö = und für die 

KrilmmungsKnien ö = — ist. 

§ 160. 
Bei verschiedenen Fragen ist es nützlich, sich auf die sphärische 
Abbildung der Fläche zu stützen, welche darin besteht, die Punkte 
der Fische mit denen einer Kugel vom Radius 1 in Beziehung zu setzen 
in der Weise, dass die Normalen der beiden Flächen in correspondierenden 
Punkten parallel sind. Wenn, bezogen auf die gewohnten Axen, x, y, 2 
die Ooordinaten desjenigen Punktes der Kugel sind, welcher dem An- 
fangspunkte entspricht, so müssen die Functionen x, y und s -\-\, die 
Ooordinaten des Mittelpunktes der Kugel, den Bedingungen (1) genügen, 
mithin hat man 

fei'uer liefern die Formeln (2) 



1^= — ^ -- 



Daraus folgt, dass der Winkel der Tangenten der beiden Curven Ö ± y 
ist, wo 6 die Bedeutung (17) hat. Also sind die conjugierte Tan- 
gente und die Tangente des sphärischen Bildes einer Curve 
senkrecht zueinander. Im besondem bemerke man, ilass bei der 
,'^phäriachen Abbildung die Krümmungslinien nicht gedreht wer- 
den, während die Asymptotenlinieu um — gedreht werden. 



§ 161- 
Wie wir in den vorigen Paragi-aphen die Art und Weise unter- 
sucht haben, wie die Normalki'üminung und die geodätische Torsion 
den unendlich vielen Richtungen entsprechend variieren, die man in der 
Umgebung eines Punktes betrachten kann, so wollen wir jetzt das 
Änderungsgesetz der geodätischen Krümmung aufsuchen, welche jedoch 
nicht denselben Wert für alle Curven hat die in einem Punkte eine und 
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dieselbe Gerade berühren (§ 150). Es seien ^, -^ , $ und §' das, 
was aus den Operationen p— , -^ und den Krümmimgen §^, §^ wird, 
wenn die Axen in der Tangentialebene sich um a drehen. Offenbar ist 



Durch Anwendung der zweiten Operation (18) auf das Resultat der 
ersten erhält man 

ds8s' o.\ 9«, Ss, ö*i 

Wendet man dagegen die erste auf das Resultat der zweiten an, so 
erhält man 






Jetzt ergiebt sieh durch Subtraction, wenn man sich daran erinnert, 
dass die Relation (5) für jedes Paar von orthogonalen Curven identisch 
erfüllt sein muas, 

(§'-|?)ä!^~(l + |f)J^ = a|;-§4 

Also ist 

(1^) @ + |^=§iCOsra — gasin«, §' — |^ = gi sinro + ga eosoj. 

Zu diesen Relationen gelangt man auch, wenn man auf eine der Ooordi- 
naten x oder y das für 3 im Anfang des § 155 eingeschlagene Ver- 
fahren anwendet. Man muss ferner beachten, dass die Formeln 

Ifi = |i __ s^ j, + e^ 1^ = 1^ _ e^ _l_ Ej, 

angewandt auf die Richtung a = cos ta, ^ = sin o> , y ^ , 
£^_3b__^ am _ Big . „ 

werden. Daraus erhält man unter Erinnerung an (9) 

57 - li - S. »OS o + g, sin o , |!J - If + §, sin la + §, o» » , 

d. h. auf Grund der Formeln (19) 
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Mit Hilfe dieser Formelo, welche übrigens unmittelbar aus dem in % 150 
über § gesagten folgen, läsat sich die geodätische Krümmung einer 
Linie auf einer gegebenen Fläche in derselben Weise definieren ■wie 
die Krümmung einer ebenen Curve in ihrer Ebene. Betrachtet man 
überdies die Curve als gezogen auf der der Fläche umbeachriebenen 
Developpablen, so ist klar, dass ihre geodätische Krümmung auf beiden 
Fachen denselben Wert hat, und andererseits sieht man sofort, dass die 
genannte Krümmung ungeändei't bleibt, wenn man die Developpahle 
auf die Ebene abwickelt. Also ist die geodätische Krümmung 
einer auf einer Fläche gezogenen Linie gleich der Krümmung, 
welche die Linie annimmt, wenn man die längs dieser Linie 
der Fläche umbeschriebene Developpable auf die Ebene aus- 
breitet. 

§ 162. 
Jetzt sind wir imstande, die Flexion der Äsjmptotenlinien 
zu berechnen. Wie die Formel von Enneper (§ 157) die Torsion dieser 
Curven liefert, so lehrt eine interessante Formel von Bounet ihre 
Flexion kennen, wenn die Hauptkrümmungen gegeben sind. Man 
braucht nur in die erste Formel (19) einen der Gleichung (13) genü- 
genden Wert von a einzusetzen und den geodätischen Krümmungen 
die Werte 

zu erteilen, welche sich aus den ersten beiden Formeln von Codazzi 
ergeben. Auf diese Weise erhält man nach einer leichten Rechnung 





(?. 


+ Ä)«»— 


1 

2m, 


/„%_'iT. 




•U, -ssj 




(* 


+ ^)"'-"- 


±^ 


/ SS, •,1 




•U, -9iJ : 


Trügt 1 


(uan nun diese Wert-e in 








i = («. + ä 


COS (0 ■ 


-(?. + r.;)' 


ein, 80 


gelangt 


m.n m d.r P, 


Drmel 


Ton Bonnet 




1 




"4ft?)*^4t 



Von den Conseijuenzeu dieser Formel wollen wir mit Bounet diejenige 
anführen, welche man erhält, indem man die Fläche als eine quadratische 
Regelfläche (§ 123, d) voraussetzt. Dann gehen durch jeden Punkt 
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zwei reelle oder imaginäre Geraden, die der Fläche angehöreii, und da 
diese Geraden notwendig die Asymptotenlinien sind, so müsaen die 
beiden Werte der Flexion, welche durch die obenstehende Formel ge- 
liefert werden, beide null sein. Dies erfordert, daaa das Verhältnis 

^-j längs jeder Linie </§. Umgekehrt bedeutet dies, wenn es der Fall 
ist, dass alle Asymptotenlinien Geraden sind, mithin die Fläche eine 
quadratische BegelfläDhe ist. Also sind die quadratischen Regel- 
flachen durch folgende Eigenschaft charakterisiert: Längs 
jeder Krümmungslinie variiert die zugehörige Kauptkrüm- 
mung proportional mit dem Cubus der andern Hauptkrüm- 



§ 163. Sätze von Laguerre und von Darboux. 

Wendet man die Operationen (18) auf Functionen an, die explieite 
von (o abhängen, so ist es vielfach nützlich, die Differentiationen nach 
dieser Variablen in Evidenz zu setzen, indem man sich die Operationen 
7j — und 3— unter der Annahme ausgeführt denkt, dass ta constant bleibt. 
Wenn man ferner den linken Seiten die Bedeutung von absoluten Ab- 
leitungen im Räume geben will, so wird man die Ableitungen nach o 
nicht mit tt- oder mit w~r , sondern vielmehr mit ^ und mit „-r , 
deren Werte durch die Gleichungen (20) gegeben sind, multiplicieren 
müssen. Man wird demgemäss haben: 

a d . ■ d „ d 
— = cos ra ^ p sm M ^5 *? 3- , 

" Y ? r 

-7— = — sin (0 -= 1- cos ö —— + §=;—• 

Dies vorausgeschickt lässt sieh aus den Formeln (li) und (14) leiclit 
ableiten 

d$l dt 

mithin ist nach Unterdrückung der überflüssig gewordenen Indices ra 

ds ds ' •" ds OS ^ '-' 

Da nun die Operation -^ ausgeführt sein soll, indem man ro constant 
lässt, so giebt sie bei Grössen, die für alle in dem betrachteten Punkte 
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B Theorie der Fläcten. 



sicli berührenden Gurren nur einen Wert haben, offenbar immer t 
selbe Resultat. Man kann daher sagen, dass jede der Grössen 



-2Eg, 



T = 



,- + (£,;- S,r')g 



wie e>Z und S einen einzigen Wert hat für alle Curven der Fläche, 
die sich in einem gegebenen Punkte berühren. Die Einführung 
von N und T in die Rechnungen bringt oft bemerkenswerte Verein- 
fachungen hervor. Wir wollen hier nur die Form angeben, welche die 
beiden ersten Formeln von Codazzi, geschrieben für ein beliebiges Paar 
orthogonaler Curven, annehmen, indem wir mit Jf, wie es gewöhnlich 
geschieht, die Summe der ^-ümmungen S>1 und SZ' bezeichnen: 



= N + T', 



= N'- 



§ 164. 
Wendet man zweimal hintereinander die erete oder die zweite 
Operation (18) an, so erhält man die Relationen 

^ =cos-«g^+ sin-c^ + cos« sma,(g^-^ + g^^) + -g^^, 



" dsjds' 



U,es„ + ss,g, 



gf^+ä 



d/'. 



—-^ = ain* ra ^ — « -\- cos^ ra - — s 
mithin durch Addition 

d. h. auf Grund von (19) 

- R? + ?S + ®' ^™ " + §■ »" ■») I + a «" » - §» »° "'> h ■ 

Hier kann man der rechten Seite die Form 

gehen. Auf diese Weise kommt der Invariantencharakter der Operation 

-'=ii+9n+{^+^^ 

zum Vorschein, deren Resultat man als den zweiten Differential- 
parameter bezeichnet. 
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§ 165. 
Es ist nunmeiir leiciitj die Formel von Bonnet, welche in der Ebene 
bereits bewiesen isb (§ 115), anf Scharen von Curven anszudebnen, die 
auf einer beliebigen Fläche gezogen sind. Um die geodätisebe Krllm- 
mung derjenigen Linie zu berechnen, die in der durch die 
Function u definierten Schar durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgeht, haben wir die erste Formel (19) zur Verfügung, welche 
wir hier zweckmässig in folgender Weise schreiben: 

^=•{-17.+ ä) "' " - (vi; + ?>) ™ " ■ 

SetKt man hierin 

(22) cos (o = -^^ --— , sin cj = r=: ■^^- , 

so findet man sofoi-t die Formel von Eonuet: 

Die Kweite Formel (19) liefert hingegen 

S' - (4 + §') "" ° + (is + §') ™ " • 

und wenn man darin die Werte (22) einsetzt unter Beriicksicbtigung 
der Bedingung (5), so findet man 



i- 



Hierbei ist zu bemerken, dass das beständige "Verschwinden von §' not- 
wendig und hinreichend ist einerseits dafür, dass ^m eme Function 
Ton u ist, andi'erseits dafür, dass die Curven der Schar die orthogonalen 
Trajeetorien einer Schar geodätischer Linien oder dass sie, wie man 
aus einem leicht einzusehenden Grunde (vgl. § 153) zu sagen pfleg't, 
geodätisch parallel sind. Daher der Satz: Sollen die Curven der 
durch die Function w definierten Schar geodätisch parallel 
sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass ^ti eine 
Function von u ist. 



§ 166. Isotherme Curvenseharen. 

Die in den §§ 108, 113 für ebene Curven angestellten Betrachtungen 
sind unmittelbar auf Scharen von Curven anwendbar, die auf einer 
beliebigen Flache gezogen sind, mithin können wir von isothermen 
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Curvenscharen sprechen und als iDewiesen betrachbon, dass in einem 
zweifachen Orthogonalsystem nicht eine der Curvenscharen 
isotherm sein kann, ohne daas es auch die andere ist. Auch 
die in § 114 ausgeführte Rechnung können wir uns hier wiederholt 
öenten, um dann den Satz auszusprechen, dass die Bedingung 
,03, ^ „ l§. 

notwendig und hinreichend ist dafür, dass das System der 
Coordinateulinien isotherm ist. So ist z. B. die Bedingung (23) 
erfüllt, wenn gj und §2 l™gs den bezüglichen Linien constant sind. 
Daraus folgt, dass jedes zweifache Orthogonalsystem, das aus 
Linien constaater geodätischer Krümmung besteht, isotherm 
ist. Ausserdem bemerke man, dass, wenn die Bedingung (23) erfüllt 
ist und wenn §^ längs jeder Linie j^ constant bleibt, auch §^ längs 
jeder Linie q^ constant ist. Daher der Satz: Wenn in einer iso- 
thermen Doppelschar die Linien der einen Schar constante 
geodätische Krümmung haben, so wird dies auch von denen 
der andern Schar gelten. 

§ 167. 
Wir denken uns jetzt eine Function g bestimmt derart, dass 
(24) J^fi = St 1 Si^ — E^ 

ist, und bemerken, dass die Gauss'sehe Formel (oder die dritte Formel 
Ton Codazzi) sich in der folgenden Weise schreiben lässt: 

Wenn wir daun für J^ seinen Ausdruck einsetzen, so kommt: 

(^ + §.)g + &) + (|; + §.) (% + §.)=»• 
Daraus folgt, dass die Bedingung (4) von den Functionen 

••-If + a, "---Ir'-s, 



erfüllt wird und daher eine Function /' existiert derart, dass man 

sehreiben kann 

(25) §,--.^-|i, §<-~f-i^^ 

Dies ist also eine Form, die man den Functionen §■^ und §^ immer 
geben kann. Gelangt man umgekehrt in irgend einer Weise dazu, die 
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§ auf die Form (25) aa bringen, so kann man sicher sein, dass die 
Function g der Gleichung (24) genügt. Um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur die Werte (25) in die Formel von Gauss einzusetzen. 
Endlich bemerke man, dass 

-•f- (i + a) (Ä + §.) -0,+ §.) (t + §.) = II - 1 

ist. Soll also das System der Coordinatenlinien isotherm sein, 
so ist dazu notwendig nnd hinreichend, dass die Function f 
harmonisch ist. Dagegen werden wir sehen, dass, wenn sich g auf 
eine harmonische Function redudert, dies eine beträchtliche Speciali- 
sierung der Fläche anzeigt. Übrigens kommen die Formeln (25) jedem 
zweifachen Orthogonalsystem zu, und in der That leitet man aus (19) 
mit Hilfe jener Formeln (25) ab: 

Will man also, dass die durch den Winkel at definierte Schar isotherm 
ist, so muas man es so einrichten, dass die Function f — ra harmonisch 
wird. Demnach hängt die Bestimmung aller isothermen CurYen- 
scharen auf einer Flache von der Integration der Gleichung 



§ 168. Bio Krümmung. 

Aus der Betrachtung der orthogonalen Invarianten 

der quadratischen Form (11) werden wir die Mittel erhalten, um die 
Krümmung einer Mäche in einem gegebenen Punkte zu messen. Die 
mittlere Krümmung in M ist das arithmetische Mittel der Normal- 
krümmungen ailer Curven der Fläche, welche durch M hindurchgehen, 
wenn man sieh diese Curven der Richtung nach gleichmässig um M 
verteilt denkt. Ordnet man jeder Curve eine zu, die zn ihr senkrecht 
ist, so bleibt die Summe der beiden Normalkrümmungen beständig 
gleich Hf wenn das Tangentenpaar sich um M dreht, mithin ist klar, 
dass das gesuchte Mittel -Ä" ist. Also wird die mittlere Krüm 
mung durch ^S gemessen, d. h. durch die halbe Summe der 
Hauptkrümmungen, Man nennt ferner totale Krümmung oder 
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einfach Kriimmung der Fläche den Grenzwert eines gewissen Verhält- 
ujsaesj das demjenigen analog ist, welches man betrachtet, um die 
Krümmung einer ebenen Curve zu messen. Man nimmt auf einer 
solchen Curve ein Bogenelement und conetruiert die Normalen in den 
PunkteUj die es begrenzen: das Verhältnis des Winkels der Normalen 
zur Länge des Elements liefert in der Grenze das Mass für die Krüm- 
mung der betrachteten Curve im Punkte M, wenn das Element sich 
auf den Funkt M zusammenzieht. In analoger Weise denkt sich Gauss, 
um die Krümmung einer Fläche in einem Punkte M zu messen, ein 
Pläehenelement in der Umgebung von M und eonatruiert die Nor- 
malen der Fläche läügs der Begrenzung des Elements: der körperliehe 
Winkel, den diese Normalen einschhessen, dividiert durch den Flächen- 
inhalt des Elements, liefert in der Grenze das Mass für die Krümmung 
in M, wenn das Element sich auf den Punkt M zusammenzieht. Der 
genannte körperliche Winkel wird ferner per definitionem gemeijsen 
durch das Gebiet, welches auf einer Ki^elfläche vom Radius 1 der 
Kegel der au den betrachteten Geraden parallelen Badien abgrenzt. 
Also wird die Krümmung gemessen durch den Grenzwerfe des Verhält- 
nisses zwischen dem Inhalt des sphärischen Bildes des F^chenelements 
und dessen eignem Inhalt. Wir wollen annehmen, dieses sei das über 
den Bogenelementen ds^ und ds^ der durch M hindurchgehenden Erüm- 
mungslinien construierte Rechteck. Da nun bei der sphärischen Ab- 
bildung diese Linien nicht abgelenkt werden, so ist das sphärische Bild 
1 Rechtecks ein anderes Rechteck, dessen Seiten nach dem, 



was wir in § 160 gesehen haben, ^'^:,äs^^=-~- und c>Z^ds^ = ^ sind 
(da S = ist). Dies ergiebt sich übrigens auch aus ganz einfachen 
geometrischen Betrachtungen. Es sind also ds^ds^ und Kds^ds^ die 
Inhalte der beiden Rechtecke, mithin wird die totale Krümmung 
durch K gemessen, d. h. durch das Product der Hauptkrüm- 
mungen. Wenn man das erste Rechteck über zwei beliebigen ortho- 
gonalen Curven construiert, so gelangt man etwas weniger sehneil zu 
demselben Resultate, aber es gelingt dabei ausserdem, den Invarianten- 
charakter des Ausdrucks ^dZ' — £^ in Evidenz zu setzen. Hierzu sei 
bemerkt, dass die Kenntnis dieses Charakters unmittelbar das Theorem 
von Enneper auszusprechen gestattet, welches wir am Ende von § 157 
bewiesen haben. In der That ist für die Asymptotenhnien SZ ^ 0, 

E^ = -, folglich ff'= — -.,■ Also ist in jedem Funkte die totale 

Krümmung mit verändertem Vorzeichen gleich dem Quadrat 
der Toraion der Äsymptotenlinien. Auch die letzten Formeln 
des § 160 liefern, wenn man sie quadriert und addiert. 
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^ = 32» + £2 = — Ä + jf/el? 

und fahren für £1? = ku demselbon Theorem, da bei den Äsymptoten- 
linien äs' offenbar den Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten 
Binormalen missfc. Endlich wollen wir noch die Form anfuhren, 
welche Grausa dem Auedrack K gegeben hat. Man braucht nur die 
Werte (3) in die dritte Formel von Codazzi i 
halten (vgl. 112) 






K= i_ J^ -L£i^ +- 



§ 169. 

Wir beti-achten ein geodätisches Dreieck, d, h. die Figur ABO, 
welche auf einer Fläche durch drei geodätische Linien bestimmt wird, 
und es seien a, ß, y die inneren Winkel 
dieses Dreiecks. Um den Flächeninhalt g 
des Bildes von ASC bei der sphärischen 
Abbildung zu bestimmen, nehmen wii' als 
^j -Linien die von der Ecke A ausgehenden 
geodätischen Linien und wählen als Coordi- 

naten g^ und q^ eines behebigen Punktes M die geodätische Entfernung 
AM und den Winkel, den die geodätische Linie AM mit AB bildet. 
Von den g^-Linien, den orthogonalen Trajectorien der von der Ecke A 
ausgehenden geodätischen Linien, kann man die in unendhcher Nähe von 
A befindlichen so ansehen, als lägen sie in der Ebene, welche die Fläche 
in A berührt. Mithin darf man ihr Bogenelement Q^dq^ durch qidq^ 
ersetzen, wenn man von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 
absieht. Es ist mit andern Worten 

lim ^ = 1 , mithin |^ = 1 für q. ^ . 

Dies vorausgeschickt bemerken wir, dass nach der Formel von Gauss 

ist, wo sich die Integration über die ganze von ABC eingeschlossene 
Fläche erstreckt. Andrerseits liefert die erste Formel (19) 

^ = — ^5 sin 0) , d. h, do ^=^ — §^ Q^ dq^ = — ^^ äq^ . 
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Wenn wir nun, zu 6 zurückkelirend, zunächst die Integration längs 
einer der durch Werte von q^, die zwischen und a liegen, definierten 
geodätischen Linien ausführen und dann g^ von bis « variieren lassen, 
so ergiebt sich auf Grund der obigen Bemerkungen 



-/(i-lf:)''''-''+./""> 



wo (0, die Neigung der geodätischen Linie J5C gegen die Linien q^, in 
jf>' den Wert ji — ß und in C den Wert y hat. Also ist 

»_„ + ,- („-ß = . + ^+y-,. 

Im besondern stellt, wenn K coüstant ist, e den Flächeninhalt von 
ABC selbst dar, inultipliciert mit K. Also ist auf den Flächen eon- 
stanter Krümmung (von denen wir im folgenden Kapitel sprechen werden) 
der Flächeninhalt eines geodätischen Dreiecke proportional 
dem Überschuss der Summe seiner Winkel über zwei Rechte. 
Es ergiebt sich ferner, dass diese Summe grösser oder kleiner als zwei 
Rechte oder gleich zwei Rechten ist, je nachdem die Krümmung positiv, 
negativ oder null ist. 



§ 170. Abwickelbarkeit. 

Bei dieser ersten Einführung wollen wir uns auf einige Andeutungen 
über die Abwickelbarkeit der Flächen aufeinander beschränken. Wenn 
sich zwischen den Punkten zweier Flächen ein solches Enteprechcn 
herstellen läest, dass die geodätische Entfernung zwischen zwei auf der 
einen Fläche beliebig gewählten Punkten gleich der geodätischen Ent^ 
femung der Punkte ist, die ihnen auf der andern entsprechen, so sagt 
man, die beiden Flächen seien aufeinander abwickelbar. Denn ein 
Sto£f, den man sich aus biegsamen und unausdehnbaren Fäden gewoben 
denken möge, die über die eine der Flächen in allen Richtungen aus- 
gespannt sind, wird sich offenbai' auch auf die zweite ausbreiten lassen, 
ohne dass die Fäden von ihr abstehen oder zerreissen (vgl, § 153), d. L. 
ohne daaa der Stoff sich faltet oder verletzt wird. Mit andern Worten: 
Die auf eine gegebene Fläche abwickelbaren Fachen lassen sich als die 
unendlich vielen Gestalten betrachten, welche dieselbe annehmen kann, 
wenn man sie im Räume verbiegt, ohne dass sie irgendwo gedehnt 
wird oder zusammenschnimpft. Ist das Bogenelement auf einer Fläche, 
bezogen auf ein beliebiges System orthogonaler krummliniger Coordi- 
naten, durch die Formel ds^=^ Q^'dqj^-^- Q^^dq^^ gegeben, so muss 
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sieh auf jeder Fläche, die auf die gegebene Fläche abwickelbar ist, ein 
solches System orthogonaler krnmmliniger Coordinaten finden lassen, 
dass das Bogenelement durch dieselbe Formel ausgedrückt wird, und 
es liegt auf der Haud, dass gerade in dieser Möglichkeit die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Abwickelbarkeit der beiden Fachen 
aufeinander besteht. Daraus folgt, dass man, wenn man die Giauss'sche 
Formel für zwei aufeinander abwickelbare Flächen schreibt, in ent- 
sprechenden Punkten denselben Wert für K finden muss. Daher der 
Satz: Sollen zwei Flächen aufeinander abwickelbar sein, so 
ist dazu notwendig, dass sie in entsprechenden Punkten die- 
selbe Krümmung haben. Mit andern Worten: Wenn man eine bieg- 
same und unausdehnbare Fläche im Räume verbiegt, so giebt es 
in jedem Punkte etwas, was sich dabei nicht ändert, nämlich die 
totale Krümmung. 



§ 171. Evolnten und Evolventen. 

Die Eigenschaften der Evoluten der ebenen Curven drängen uns 
zu einer analogen Untersuchung über den Ort der Hauptkrümmungs- 
centra einer beliebigen Fläche, einen Ort, der offenbar aus zwei 
Mänteln besteht, deren einer vom Centrum C,, der andere vom Centrum 
Ca erzeugt wird. Jeden Mantel kann man auch ansehen als den Ort 
der ßückkehrkanteu der unendUch vielen Developpablen, welche die 
gegebene Fläche längs der Krümmungslinien einer Schar senkrecht 
schneiden. Die zwei Mäntel bilden die Fläche, welche man die Evolute 
(Centralfläche) der vorgelegten Fläche zu nennen pflegt; und diese 
erhält mit Bezug auf die Evolute den Namen Evolvente. Betrachten 
wir den ersten Mantel, d. h. den von dem Punkte C^ erzeugten. Die 
Coordinaten dieses Punktes sind a; = 0, )/ = 0, s = R^. Wenn M 
längs der Krümmungslinie .q^ fortzurücken anfängt, so liefern die Fun- 
dameutalformeln 

(26) lf-0. If-O. -'v~'^' 

mithin beg mt C längs de No male fo tz u ken wa vorauszusehen 
war, da ja ( leen Fall de Ruckkehrkante de Developpablen 

zu durchla fen strebt wel he vo le längs de genannten Linie q^ 
auf der Fliehe e htoten No m 1 n gel 1 let w d AVenn dagegen M 
längs der L e j 1 t u ck anl n t so h det n a 

_— ^—± ^— ^ 
d If ds ö 

wenn man mit l die Länge der Strecke C^C^ bezeichnet. Also ist für 
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eine beliebige, durch die Neigung ra gegen die Linie q^ definierte Ver- 
rückung Ton M nach der Formel (9) 

(37) -— = , -/ = -,y- am oj , ■ = — ^ - 

Aus der eraten dieser Gleichungen ersieht man, daas die Tangential- 
ebene eines Mantels der Evolute Normalebene der entspre- 
chenden Krflmmuugalinie ist, woraus sofort folgt, dass die Tan- 
gentialebenen der beiden Mäntel in entsprechenden Punkten immer 
senkrecht zueinander sind, überdies zeigen die Formeln (27), dass, 
wenn C, senkrecht zur Normale forträcken soll, M sich derart bewegen 
muss, dass B^ constant bleibt. Mit andern Worten: Wie den Riickkehr- 
kanten der Developpablen der Normalen längs den Krümmungshnien 
einer Schar diese Linien selbst entsprechen, so entsprecben ihre 
orthogonalen Trajectorien den Curven der Evolvente, längs 
welchen der entsprechende Krümmungsradius constant bleibt. 
Es ist naheliegend, die genannten Rückkehrkauten und ihre ortho- 
gonalen Trajectorien als Coordiuatenlinien auf der Fläche (C\) anzu- 
nehmen. Alsdann werden in C, die Axen x' und y' bezüglich parallel 
den Axen s und y sein, und die Axe z' wird in entgegengesetztem Sinne 
wie die Ase x zu richten sein. Um nach diesen Vorbereitungen alle 
fundamentalen Krümmungen für die Fläche (CD zu finden, braucht 
man nur auszudrücken, dass die Bedingungen für die Uubeweglichkeit 
des Punktes {x, y, g), die inbezug auf das Trieder der Fläche (M) ei-fullt 
sind, auch inbezug auf das Trieder von (<7j) durch die neuen Coordinaten 

(28) x'=s~B,, y-^y, s' == - x 

erfüllt werden. Vor allem bemerke man, um die Relationen zwischen 
den neuen und den alten Difi'erentialquotienten zu finden, dass sich aus 
den Formehl (26) und (27) ergiebt 

, , 0JJ, , , , l ■ -, 

rtSj ^= ~ fflSj , ffSg = p- sm ra ßs , 

wo a durch die Bedingung 

— ,-i =^ , d. h, cos ßj -i-i + sm a ^5-^ = U 
ds ' gs, ' Ssj 

definiert ist. Es folgt daraus 

•nq^ dB, d __ _d_ ±^B, d__dB,J____dB,J_ 

^''^^ 8s, PS.'" ~ ds, ' li, 8s, e,V 8s, 8S3 "dh ÖS, ' 

Wendet man die erste dieser Operationen auf die dritte Coordinate (28) 
an, so erhält man 
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^.54 = — 4^ = --£)?,S + @,H + 1, 
es, PS, es, ' ' •^'■■' ' ' 

während andi'erseits, wean man alles, was sich aiii' die Fläclie (Ci) be- 
zieht, mit einem Strich yeraielit, 

5---,- = S'«'— St'x = E')/ — St.'ß + S^i'ß, 

sein muss. Nunmehr ergiebt sich durcli Vergleichnng 

aV _ s_^ _ J_ 

Auf diese Weise sind 2?/ und C bekannt, wenn mau auf der Evolvente 
die Hauptkrümmungen kennt, da nach den Formein von Godazzi 

(M) y, ~ -j-j^- j^, t/s — — ■; j;^ g^. 

ist. In analoger Weise findet man durch Gegenüberstellung der Gleichungen 



SB, W _oy__a _ 

ds, dh' Ss, ^i* ' es,' 



den Wert von C wieder und erhält ausserdem ^^'=0. Also sind 
die Rückkehrkanten der Normaldeveloppablen einer Fläche 
geodätische Linien der Evolute. Wendet man ferner die erste 
Operation (29) auch auf x' an, so gelangt man nur zn einer Bestätigung 
der obigen Resultate, Jetzt wende man aber auf x' die zweite Opera- 
tion (29) an: 






Man erhält auf diese Weise einen Wert für S', der, wie die Formein 
(30) zeigen, gleich dem oben gefundenen ist; ausserdem findet mau 
g^'= — - d. h. C^ ist das geodätische Krümmungscentrum der- 
jenigen Curve iE| = Const., welche auf dem ersten Mantel durch 
6j hindurchgeht, wie umgekehrt Ci im Punkte Cj das geodätische 
Ki-ümmuHgscentrum einer Curve der auf dem zweiten Mantel durch die 
Bedii^ung JR^ = Consb. definierten Schar ist. Wendet man endlich die 
zweite Operation (29) auf y' oder auch auf z' an, so findet man 

wM^'-^'-i + ^'T^- 

und es lässt sieh also unter Zuhilfenahme von (30) auch Bl^' durch die 
Funktionen R aUein ausdrücken. 
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§ IVä. 

Umgekehrt kann man zn jeder Fläche auf unendlich viele Weisen 
eine andere hinzufügen, so dass beide zusammen jedesmal die Evolute 
einer ganzen Schar von parallelen Flächen bilden. WiH man in der 
That, dass der Punkt ( — 1,0,0) sich senkrecht zu Mx verschiebt, 
welches auch die Richtung sein mag, in der sich M auf der gegebenen 
Fläche verschiebt, so zeigen die Fundamentalformeln, dass die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür in ^— =^ (Jj , 5— = besteht Ls 
muss also t und infolgedessen l^^ eine Function des Parametei'^ q^ illein 
sein, mithin ist auf den Linien q^ die Bedingung §1 = erfüllt, welche 
bereits im vorigen Paragraphen als eine notwendige Bedingung gefunden 
wurde. Daher der Satz: Sollen die Geraden einer Congruenz die 
Normalen einer Fläche sein, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, dass sie die Tangenten einer Schar von einfach un- 
endlich vielen geodätischen Linien einer andern Fläche sind. 
Inzwischen wird, wenn man ^^ = 1 nimmt, t=^Si_-\- Const. sein müssen, 
mithin besehreiben unendlich viele Punkte von Mx, die constante Ent- 
fernungen voneinander haben, unendlich viele Flächen, deren Normalen 
sämfcheh Tangenten der gegebenen Fläche sind. Wenn man die Tan- 
genten einer Linie jj betrachtet, so sehneiden sie offenbar Krüm- 
mungslinien auf den unendlich vielen parallelen Flächen aus, und der 
Berflhrangspunkt wird in jedem Augenblick eines der Krümmungscentra 
bezeichnen. Es ist also wahr, dass man jede Fläche entsprechend 
jeder einfach unendlichen Schar krummer geodätischerLinien 
auf ihr als einen der beiden Mantel der Evolute einer Schar 
paralleler Flächen betrachten kann. Der andere Mantel heisst zu 
dem ersten complementär und aus dem gesagten geht klar hervor, 
dass jede Fläche unendlich viele Complementärflächen besitzt, 
deren jede einer einfach unendlichen Schar krummer geo- 
dätischer Linien entspricht, die auf der betrachteten Fläche 
beliebig gezogen ist. Jetzt lässt sich das am Ende des vorigen 
Paragraphen bewiesene Theorem so aussprechen: Die einer gegebenen 
Schar von geodätischen Linien entsprechende Complementär- 
fiäche ist der Ort der geodätischen Krümmungscentra der 
orthogonalen Trajectorien dieser geodätischen Linien. Wir 
woUen zum Schluss noch sagen, wie sich die Evolventen einer gegebenen 
Fläche mechanisch erzeugen lassen in einer ganz ähnlichen Weise, wie 
wir sie bei den ebenen und gewundenen Curven bereits kennen. Man 
denke sich einen Stoff aus unausdehnbaren Fäden gewoben, die über die 



y Google 



§ 17-2. 221 

Fläche gespannt sind und die von unendlich vielen andern vollständig 
defoimlerbaren Fäden rechtwinklig durchkreuzt werden, so dass der 
Stoff in allen seinen Teilen sich der Oberfläche anschmiegen kann, ohne 
sich zu falten oder zu zerreissen. Wenn man nunmehr den Stoff 
von der Fläche abwickelt, indem man dafür sorgt, dass er in der 
Richtung der unausdehnbaren Fäden gespannt bleibt, so ist klar, dass 
die andern Fäden die unendlich vielen parallelen Evolventen beschreiben 
werden, welche der durch die ersten Fäden auf der Fläche bezeichneten 
Sehar geodätischer Linien entsprechen (vgl. § 153). 



y Google 



Zwölftes Kapitel. 
Übungen über die Pläciheii. 

§ 173. 

Um die Rückkehrkante der Developpablen zu bestimmen, die 
einer Fläche längs einer gej,ebeiieH Linie u nbesehneb n ist mn&s man sick 
daran erinnern (§ 159) diss in 3er Tmgentialflhene m M die Erzeugende 
jener Developpablen durch den T\iiikp! ö = aic tg lehniprt i^t dinn 

findet man die Entfernung t lie le entsprechende Punkt der ßuckkehi 
kante vom Punkte M hat indem man die <j1pi 1 ung / = t tg ö 1 fferenziPit 
und ausdrückt, dass die Loorlm-vten jenes Funkte I h — ( cos 
— t sin ö, den Bedingungen für Unbeweghehkfiit (§ 14^) genügen 4. f 
diese Weise erhält man 



Es ist ferner leicht, den Bogen und die Kruinmungea aaoh dem gewöhn- 
lichen Verfahren mit HUfe der Formeln (2) des vorigen Kapitels zu be- 
rechnen. Die Formel (l) zeigt, dass für die Kriimmungslinien — t sich auf 
den geodätischen Krümmungsradius redueiert. Übrigens ist in diesem Falle 
klar, dass die gesuchte Rückkehrkante eiae Evolute der Curve ist, so dass 
im allgemeinen t variabel sein muss, da es gerade die Länge des Bogens 
der Evolute darstellt. Wenn dagegen t einen constaaten Wert hat (was 
eintritt, wenn § constant ist), so redueiert sich die genannte Rückkehrkante 
auf einen Punkt, d. h. die nmheschriehene Developpabie ist eine Kegelfläehe, 
deren Erzeugende von der betrachteten Curve rechtwinklig durchsetzt werden. 
Man gelangt so zu dem folgenden Satze von Brioschi, der eine Verallge- 
meinerung eines bekannten Theorems (§ 147) ist: Jede Krümmungslinie, 
deren geodätische Krümmung constant ist, gehört einer Kugel 
an, welche die Fläche senkrecht schneidet. Kehreu wir zu der For- 
mel (l) zurück, um zu bemerken, dass die Linien, längs welchen die um- 
heschriebene Fläche cylindrisoh ist, (Linien, die insofern interessant sind, als 
sie die Teile der Fläche, welcKe von einem Bündel paralleler Strahlen be- 
leuchtet werden, von denjenigen abgrenzen, die im Schatten bleiben) durch 
die Gleichung § = ^ charakterisiert sind. Man kann diese Gleichung auf 
eine solche Form bringen, dass sie die geodätische Krümmung in jedem 
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Punkte M als Ptmction von Grössen ausdrückt, die für alle Curven, welche 
die betrachtete Curve in M berühren, ungeändert bleiben (§ 1G3). Berechnet 
man in der That die Ableitung von 6, so verwaudelt sich die vorstehende 
Bedingung in die folgende andere: 

Auf diese Weise kann man in jodem Punkte bei gegebener Tangente aucli 
die osculierende Ebene bestimmen. 



§ 174, 

Die kurz zuvor wieder in die Erinnerung gerufene Eigenschaft von ^ 
gestattet in einem Punkte M die Krümmung des Schnittes einer 
Fläche mit der Tangentialebene in M zu berechnen. Bekanntlich 
bat diese Curve zwei Zweige, die die Asyraptotenlinien berühren. Wenn 
man nun alles mit einem Index auszeichnet, was sich auf eine Asymptoteu- 
linie bezieht, so bat man 

3J = 0, E = — -, §=--, N = --- 

Andrerseifa hat die geodätische Torsion für alle die Asymptotenliuie be- 
rührenden CuiTen einen einzigen Wert (§ 119), und es ist also im Punkte Ät 



esondern, wenn die Curve der Schnitt der Pläche mit der 
ist, in welchem Falle man if» = ^, — = hat, 



= cosijj 



öl 1 sin ^ d'^ _ 



i, N_f-2S§_JL. 



ds ^ ds Q 

Vergleicht man die beiden Werte von N miteinander, so findet man im 
allgemeinen p = -g Co und gewinnt auf diese Weise das elegante Theorem 
von Beltrami: Die Krümmung des Schnittes einer Fläche mit der 
Tangentialebene in einem hyperbolischen Punkte ist in diesem 
Punkte für jeden Zweig gleich zwei Dritteln von der Krümmung 
der den betiaiiiteten Zweig beruhrinden Asymptotenlinie Wit 
vrollen iuei untei Eimn-^rung an das am Scbluss von § 149 gesagte besonders 
darauf achten, dass hier em Beispiel \on Tmien voiliegt, die sich beiiShien, 
von derselben Ebene osLulieit weiden und tiotzdeiu m dem Bevubrangspunkt 
m bt gleiibp Flexion bibrii 

§ "6. 

Betrachten wir wieder wie in § 173 den einer Fläche längs einer ge- 
gebenen Curve (M) umbescbriebenen Cylinder und stellen wir uns die Auf- 
gabe, die Ki-ümmung seines geraden Schnittes (JUg) oder des scheinbaren 
Umrisses der Fläche zu berechnen. In dem IVieder, weiches gebildet wird 
von der Tangente der Berührungslinie im Punkte M, von der durcb M 
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gezogensE Parallelen zur Targente in einem Punkte M', der M unendlich 
nahe liegt, und von der Erzeugenden Jfüfg des Cylinders, ist offenbar der 
dem Winkel — der beiden Tangenten gegenüberliegende Diederwinkel gerade 
der analoge Winkel — - der Tangenten von (Jfj,) in dea M und M' ent- 
spreeheaden Punlsten, und der Diederwinkel — — if;, welchen die osculierende 
Ebene von (ilf) und die Tangentialebene der Flache im Punkte M ein- 
schliessea, liegt wiederum einem Winket gegenüber, der sich unendlich 
wenig von Ö unterscheidet. Daraus folgt 



Audrerseils bat i 



Setzt man inzwischen in der bekannten Formel (§ 155) 

S^e = £V cos^ Ö — 2 E eos Ö sin Ö 4- ar' sin' Ö 
ig ö ^ ■ , so findet man 

" ^^ g;a I ga ^' "^ ^ ^'° " =^ ^^9» 

und gelangt so zu dem folgenden Satze von d'Ocagne: Die Krümmung 
des scheinbaren Umrisses einer Fläche in einem beliebigen Punkte 
M^ wird erhalten, indem man die totale Krümmung d-^r FUche 
in dem entsprechenden Punkte M durch die Krümmung dividiert, 
welche im Punkte M derjenige Korraalschnitt hat, dessen Ebene 
durch Jlfo hindurchgeht. 

§ 176. 

Auf der Ebene ist (§ 147) jede Cturve Äsymptotenlinie und gleichzeitig 
Krümmungslinie, so dass .K^ verschwindet, weil &l^, SZ^ tmd S null sind. 
Allgemeiner ist die Krümmung null bei jeder abwickelbaren Fläche, da 
durch jeden Punkt einer solchen Fläche eine Gerade geht, längs welcher die 
Normalen der Fläche eine Ebene bilden. Diese Gerade ist also Krümmungs- 
linie und andrerseits ist sie auch Asymptotenlinie (§ 146), woraus folgt, 
dass, da ST und S für jede geradlinige Erzeugende null sind, in jedem 
Punkte E=0 ist. Giebt es andere Flächen mit der Krümmung 
Null? Ist die Fläche auf ihre Krümraungslinien bezogen, so muss E be- 
ständig null sein, und dasselbe muss auch von einem der beiden dt, z. B. 
0?^, gelten. InKwiseben liefert die zweite Formel von Codazzi (§ 154) 
£Tg§^=0. Genügt man dieser Bedingung, indem man e'3'g^O nimmt, 
so zeigt eine bekannte Formel (§ 167), dass £„, = ist, welchen Wert 
auch (ü haben mag, d. h. alle Linien sind Krümmungslinien, mithin ist die 
Fläche notwendig sphärisch (§ 156). Sie ist sogar noch specieller, nämlich 
eben, da eine Kugel mit endlichem Radius keine reellen Asymptotenlinien 
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besitzt. Wenn ferner nicht dZ^^O ist, so muss man annohmen §i = 0. 
Also ist (§ 146) jede Linie q^ als geodätische Linie und Asymptotenliuie 
notwendig eine Gerade, d. h. die Fläche ist eine EegelflUche. Sie kann 
aber nicht windschief sein, sonst würden die Erzeugenden nicht Krümmungs- 
linien sein (§ 124). Also sind die einzigen Flächen mit der Krüm- 
mung Null die Ebene und die abwictelharen Flächen, 



§ 177. 
Kann eine Fläche zwei Scharen geodätischer Linien besitzen, die 'äch 
unter constantem Winkel schneiden? Wählt man die geodätischen Linien 
der einen Schar als Coordinatenlinien q^, so hat mau ^i = 0, und die erste 
Formel (19) des vorigen Kapitels zeigt, dass auch §2^=^ '■''JH mu«s, so 
dass jede andere Schar von Trajeetorien der Curveii der gegebenen Sohai aus 
geodätischen Linien bestehen wird: dies tritt in der Ebene und inf den 
abwickelbaren Flächen ein. Inzwischen liefert die Gauss' sehe Foimel K^O, 
und wii' können daher das folgende Theorem von Liouville aussprechen: 
Zwei Scharen von geodätischen Linien einer nicht abwickelbaren 
Fläche können sich nicht unter constantem Winkel schneiden. 



§ 178, 

Welches ist die Krümmung einer Eegelfläche? Wenn a, ß, y 
ms' der Erzeugenden inbezug auf das Fundamentaltneder 
igen Curve der Fläche sind, so ist der Winkel '\\> der Haupt- 
normale mit der FlSchennormale (die senkrecht auf der Tangente und dei 
Einengenden steht) durch die Relatiou (3 sin if' -}- y cos ip = gegeben, aus 
welcher man durch Differentiation unter Beachtung der bekannten (§ 125) 
Bedingungen successiv ableitet 

äs *^(^'+7*)p' ^ P 

Wenn man nun als Fundament allinie die Erzeugende selbst wähH;, so muss 
offenbar all =^ sein, mithin (§ 123, f) 

Also stellt abgesehen vom Vorzeichen der Verteilnngsparameter einer 
windschiefen Regelfläche den Radius der geodätischen Torsion 
der Erzeugenden längs der Strictionslinie dar. Da ferner JC= — S^ 
ist, so sehen wir, dass der absolute Betrag der Krümmung einer 
windschiefen Regelfläche längs der Strictionslinie das Inverse 
des Quadrates dos Verteilungsparameters ist. Längs einer Er- 
zeugenden variiert dagegen die Krünuaung wie cos*t, so dass sie im Un- 
endlichen verschwindet. Dies erklärt sich mit Hilfe der Thaisache, dass 
jede Regelfläehe eine asymptotische Developpable besitzt, nämlich die 
Enveloppe der Ebenen, die durch die Erzeugenden senkrecht zu den Central- 
ebenen gelegt sind. Sie verhält sich daher im Unendlichen immer wie eine 
abwickelbare Fläche. Jetzt, wo wir den Wert von S kennen und wissen, 

flesifo, natlirl, Geomotrie, 15 
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dass ST und § null sind, liefert uns die zweite Formel von Codazzi sofort 
die geodätische Krümmung einer beliebigen orthogonalen Trajectorie der 
Erz eng enden: 




Da §' im Endlichen nickt verschwindet, ausser flir t = 
(vgl. § 132), dass die StrietionsHnie der Ort dei 
welchen die geodätische " 
torien der Erzengenden null i 



: 1,79. Botationsflächen. 



Man nennt so die Flaehen, welche von einer ebenen Curve erzeugt 
werden , die um eine feste Gerade in ihrer Ebene rotiert. Diese Gerade 
nennt man die Axe. Die erzengende Curve heisst in jeder ihrer unendlich 
vielen Lagen ein Meridian, und der von einem beliebigen Punite dea 
Meridians besckriebene Kreis beisst ein Parallelkreis. Die Meridiane und 
Parallelkreise sind also die Schnitte, welche auf der Fläche durch die Ebenen, 
die die Ase enthalten, und durch die senkrecht auf der Axe stehenden 
Ebenen hervoi^ebracht werden. Es ist kein Grund vorhanden, weshalb die 
TJormale der Fläche in einem beliebigen Punkte M eher auf der einen als 
auf der andern Seite der Ebene des Meridians liegen sollte, der durch M 
hindurchgeht. Mithin fällt die genannte Normale immer mit der Normale 
des Meridians in M zusammen. Also sind die Meridiane gleichzeitig Krüm- 
mungslinien und geodätische Linien der Fläche. Daraus folgt, wenn wir 
die Meridiane als gj^-Linien annehmen, 

(2) ^^-7,' §■-"■ ^-"- 

Die andere Schar von Krümmungslinien besteht aus den orthogonalen Tra- 
jectorien der Meridiane, d. h. aus den Parallel kreisen, was man übrigens 
direct erkennt, wenn man beachtet, dass die Normalen der Fläche längs 
jedes Paralielkreises auf der Axe KUMammentreffen. Ist <p die Neigung der 
Ase gegen die Tangenten der Meridiane längs eines Parallelkreises vom 
Radius q, so sind offenbar ip und q Functionen von ffj = .'j allein, und 
man hat bekanntlich (§ 1'2) 

(3) T^ ^ — , 3^ = sm (p . 

Endlich ist nach den im Anfang des vorigen Kapitels gegebenen Definitionen, 
wenn man bemerkt, dass im vorliegenden Falle if gleich n — <p ist, 

Man sieht also, dass die Hauptkrümmungsradien 
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nd d 1 1 Hauptk mm mg nt j d m Pn kte Jf sind das Krüm- 

rmm ntram d 1 hJlflilialigl laM dians und deijenige Punkt 

dAs Ihaufl n V -n htet a H" male der Fläche liegt. Mau 

Tfi -tlU u adrmln[_3)ha htet, dass die Werte (2) 

unl (4) 1 u K lat n u L 1 g ugen De vorausgeseliickt liefert 

n bekannt P n 1 (_^ Ibl") d n W H; 1 dätischen Krümmung in 

n i 1 ^ E htun 

Andieiseits hat man aui (jiund ■von [3j 

. ^ sin <p ^idq_^ 1^^ 3q 

•^^2 5 ds, q cos ffl <!.f 

Also ist 

'■'■'> ^--i^r. 8. («"»'■ 

Für §^0 findet' man das folgende Theorem von Clairaut: Jede geo- 
dätische Linie einer Rotationsfläche trifft die Meridiane unter 
einem Winkel, dessen Sinus von einem Meridian zum andern pro- 
portional mit der Krümmung des Parallelkreises variiert. 

§ 180. 

Die Asymptotenlinien einer Rotationsfläche zu bestimmen, 
d. h. hei gegebener natürlicher Gleichung /'(s, 9) = des Meridians, die 
natürlichen Gleichungen der Äsymptotenlinien ku finden. Zunächst bemerke 
man, dass die Ueigung a dieser Curven gegen die Meridiane durch die 
Formel {§ 157) 
(6) tg^ M = — J -^— 

gegeben ist, in welcher g und qi Functionen von s sind, die wir mit Hilfe 
der Formeln (3) aus der gegebenen natürlichen Gleichung abzuleiten wissen. 
Es folgt daraus, dass auch a eine Function der Veränderlichen s allein ist, 
so dass es genügen wird, eine einzige AsymptotenUnie zu kennen, um sie 
alle zu kennen. Dies vorausgeschickt ist es unter Benutzung der Formel (5) 
leicht, den Bogen und die Flexion der Asymptotenlinien au berechnen: 
, ■, f' ds 1 Id.. -, 

Die Torsion erhalten wir unmittelbar aus dem Theorem von Enneper: 

Betrachten wir z. B. die Fläche, welche von einer Eibaucour'seheu Linie 
vom Indes n erzeugt wird, die um ihre Leitlinie rotiert. Soll die Fläche 
reelle Äsymptotenlinien haben, so muss man annehmen « < — 1 , da es 
nur dann (§ 42) der Fall ist, dasa die Curve der Ase beständig ihre eonvexe 
Seite zukehrt. Inzwischen giebt für 3 = — -~ (n -^ l) ^ cos q> die Formel (6) 
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ig^o} = —^-(n-\-l), d.h. die Aaymptotenlinien treffen die Meri- 
diane unter constantem Winliel. Femer erhält man aus den Forraela 
(7) und (8) sofort 

'"o ^ ^5r^ ' ?o "" "^^ e cot (p , r„ = p tg ra . 

Bemerkenswert vor allen ist der Fall der Kettenlinie (n = — 3). Alsdann 
heisst die Fläche ein Catenoid und ist unter den Rotationsflächen charak- 
terisiert durch w = ±-7, d. h. durch den Umstand, dass auch die Asymp- 
totenlinien ein zweifaches Orthogonalsystem bilden. Aus den letzten 
Formeln erkennt mau unter Erinnerung an die Gleiciiung der Kettenlinie 

p = a -| ^ dass die Asymptotenlinien des Oatenoids durch die 

natürlichen Gleichungen 

f-. + 'jf, .--a + ll 

definiert sind. Sie gehören zu der merkwürdigen Familie von Curven, 
auf die in § 143 hingewiesen wurde. 



§ 181. 

Für die Untersuchung der Flächen, die auf Rotationsflächen 
abwickelbar sind (§ 170), ist zu bemerken, dass das Quadrat des Bogen- 
elements auf einer solchen Fläclie sicli immer auf die Form ds^ -\- q^dS^ 
bringen lässt, wenn man mit ds und qdd die Bogeneiemente des Meridians 
und des Parallelkreises vom Radius q bezeiclmet. So oft es gelingt, auf 
einer Fläche ein System von Coordinatenlinien aufzufinden derart, dass das 
Quadrat des Bogenelemeuts die Form dqi^-\- f^{qi)äq/ annimmt, wird man 
die Abwickelbarkeit der genannten Fläche auf eine Rotationsfläche behaupten 
können und wird Überdies wissen, dass bei der wirklichen Abwickelung der 
einen Fläche auf die andere die Linien gj mit den Meridianen und die Linien 
§2 mit den Parallelkreisen zusammenfallen. Man findet sogar unendlich viele 
Rotationsflächen, auf welche die gegebene Fläche abwickelbar ist, da man, 
wenn h eine beliebige Constante bedeutet, 9i = s, gg = T^, l^^fis) 
setaen kann. Um femer zu wissen, was dies füi' Flächen sind, genügt es, 
die natürliche Gleichung des Meridians zu bestimmen. Hierzu ge- 
langt man leiclit durch Differentiation der Gleichung 3 = hfis) unter Be- 
' " " [ung der Fonneln (3): 

sin rp ^^ kf'(s) f cos (p = h^f"(s). 
isuchte natürliche Gleichung: 

l/i-tylg 



(9) 
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Ifil. § 183. Flächen constanter totaler Krümmung, 



229 



Die beiden Flächen, welche den Worten Jt und l^''^h entsprechen, sind auf- 
einander abwickelbar; aber es ist leicht zu sehen, dass zur vollständigen 
Überdeckung der ersten schon ein Teil der zweiten genügt, der "von zwei 
Meridianen begreuKt wird. 



§ 182. Flächen eonstanter totaler Erümmuiig. 

"Pur diese wichtigen PUchen haben wii bfieits ein Beiopiel untei dm 
Eegelfldi,hen Wir haben nämlich gesehen, da^s m jedem Punkte einei ab- 
wickelbaren Flache Ä'=0 ist Wenn der constante Wert von K von Null 
verBchiedea ist, so kann die Fläche keine Kegelflachfi sein, da bei den wind 
schiefen Eegelflachen die Knlmmung aul der fetrutionslime von KuU vei 
schieden, im unendlichen aber null ist Es giebt dagegen unendlich vielp 
Flächen eonstanter positiver oder negativei Krümmung untei den Eotations- 




ig. 42. 




flächen, und wir können sie alle bestimmen. In der That! Sol! Jf,Jia 
constant sein, so muss die Krümmung des Meridians proportional 
dem Normalenabschnitt sein, der zwischen dem Incidenzpunkt 
und dei Kotationsase liegt. Also gehört der Meridian, zu einei Klasse 
von Cui\en, die wu bereits im zweiten Kapitel (§ 18, m, n) studiert haben 
Man muss die Flächen eonstanter positiver Krümmung (webhe die oben 
a Formen haben) unterscheiden von den Flachen i onstantei negi 




jer Kiranniung, unter denen die Pseudosphare besondeis bemeikensweit 
, nunhch dio Mäche, welche von einer Tractris (§ 8, cj erzeugt wird, 
1 um ihre Asymptote rotiert. Diese Fläche bildet sozusagen die Grenze 
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zwischen den beiden Typen von Flächen negativer Krilmmuag, wie die Kugel 
zwischen, d^n beiden Typen von Tläehen positiver Krümmung, Ihre Asymptoten- 
Iinien lassen sieh sotort bestimmen., indem man sieh daran erinnert, dass 
man, wenn a dei (constante) Abschnitt ist, der auf der Tangente vom Be- 
iuhr ungspunkt aus durch die Ase abgeschnitten wird, 



5 = - 



P = — « cot n 



hat. Die Eormel (6) liefert dann w ^ + g; . Ferner leitet i 
und (8) ab 

So=«logcot|, 0o=g-^-, r,= a. 



1 aus (7) 



Also sind die Asymptotenlii 
die natürlieben Oleichungf 



isphäre defir 



^:i^ 



+ c ^j 



de 
le ht i 
hei eh gen 
&chne det 
Lmie st 
aüho t 

Sat V n 



r C ven be hrt den g obsten PariUelti ^ (? — I 1 
Unnll le (q)= ) nde n s illmäil ch m d e Axe 1 e geht 
e eh mendh h oft herumwmdet d e'i ergiebt ch au h aus le n 
5 ewe senden TJnstande diss ledes Paa ■von Menlianen a f eine 
Asyn ptotenl n e und dem grossten Paiallelireis gleiche Böge ib 
Es st t rne z 1 emerken da'is d esoi Parillelkreis e ae =! ngulare 
auf 1er d e C Ut gke t veiscb edeaer fcätae dei aUgen e nen Theone 
Im besonde-n iahen de Aey ptotenl n en n hien Be-uh-ungs 
n t lern gen nnt n Pa dll Ik e o e t k e Flex on il sei 
Bell am angelt (^ 1 4) 



Die im vorigen P^ragl^phen gefundenen Flächen sind auch deshalb 
wichtig, weil sie durch bloise Biegung ohne Dehnung oder Confiartion alle 
Flächen eonstanter Krümmung liefern Wir werden in der That sogieioh 
sehen, dass die Bedingung der ftleichheit der Krümmung in entsprechenden 
Punkten, welche sich bereits (J; 170) als notwendig für die Abwinkelbarkoit 
einer Fläche auf eine andere ergab, auch hinreichend ist, wenn es •«ch um 
Flächen eonstanter Krümmung handelt. Mit andern Worten: Jede Fläche 
eonstanter Krümmung ist abwickelbar auf jede andere Flaohe, die 
dieselbe Krümmung hat. Um dies zu beweisen, nehmen wir als Linien 
q^ geodätische Linien der Fläche an und bemerken, dass sich die Formel 
von Gauss auf 
(W) l^ + JTft-O 

redueiert. Wählen wir überdies die Linien q^ wie in § 169, d. h. in einem 
reellen Punkte zusammenlaufend, so muss 



(11) 



SQ. 

äs, ^ 



1 (flp ,y,-0) 
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en Unt de nBlngn n kann an d <_ 1 hang (10) für K=0 
n ht nde a! diir h d An ahm Q = (J n g n lud dann erscheint 
da Q alr t d B ^ n I m t unt d F ra ?i + ffi^t^Sa^ dies ist 
ab g aau tTnin/ ndEbn n nan Polarcooi^dinaten 

benutzt W kdnn n lo nt Enn ing ndun§176 erhaltenen 
bat da f I nd Tli m au p h n & 11 n Flä he auf die Ehene 
abwickelbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daas 
sie eine Developpable ist. Die Developpablen sind also die unendlich 
vielen Tonnen, welche eine biegsame und unausdehnbare Ebene im Eaume 
annehmen kann. Nimmt man dagegen an, K liabe einen positiven Wert 
-j , so muss man Q^=^ a sin ~ annehmen, um der Gleichung (lO) und den 
Bedingungen (l l) zu genügen. Alsdann ni mm t das Quadrat des Bogen- 
elements die Form dq^^ -}- a^ sm^ — dq2^ an, die für alle Flächen mit der 
Krümmung ~ dieselbe ist. Zu ihnen gehört immer die Engel vom Radius «, 
was übrigens auch aus der Gleichung (9) hervorgeht, die für ft = 1 in 
p = ß übergeht, wenn man darin /(s) = ii sin — setat. Also sind alle 
Fl'ichen von dei Kiümmung — auf die Kugel vom Radius a ab- 
wickelbdii Man kann mt andern Woiten jede Fläche constanter positiver 
Kiunmiun^ durch "Detormation emei biegsamen und un ausdehnbaren Kugel 
erhalten "Wi wollen endlich annahmen Ä" babe den Wert — -j. Als- 
dann muss mm um der Glenhung (10) in dt 



annehn en wo (p und if wilikuihche Functionen sind, die sich immer so 
bestimmen lii'ien da<«^ die Flache auf eme Rotationsfläche abwickelbar wird, 
sei es inlem man eine vin ihnen gleich Null nimmt und die andere in tJ^j 
hineinzieht sei es indem man sie eimnder gleieh oder aber tp = — ifi 
nimmt Man gelangt so 7u lea f Igenlen Formen für Q^: 

Dies sind aber gerade (g 18, n) die Formen von q, welche die im vorigen 
Paragraphen gefundenen Typen von Flächen constanter negativer Krümmung 
delinieren. Also ist jede Fläche constanter negativer Krümmung in 
verschiedenen Weisen abwickelbar auf eine Pseudosphäre und 
auf die andern Eotationsflächen, welche dieselbe Krümmung 
haben. Aber von den drei gefundenen Formen genügt nur die erste den 
Bedingungen (11), mithin lässt sich die Fläche nur auf eine Fläche des 
entsprechenden Typus abwickeln, wenn man haben will, dass mit den Meri- 
dianen alle von einem reellen Punkte ausgehenden geodätischen Linien zur 
Deckung gelangen sollen. Erteilt man dagegen Q^ die zweite Form, so 
sieht man, dass q nur für unendlich grosses q^ verschwindet, d. h. man 
muss den Punkt, in welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, auf 
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232 Zwölftes Küpitel. Üljungen aber die Flachen. 

der Fläche als unendlich fem annehmen. Endlich versehwiiidet q (oder Q^), 
welches auch der Wert von q^ sein mag, auch wenn man für Q^ die 
dritte Form annimmt, aber es verschwindet für einen imaginären Wert 



5i = 



; auf diese Weise zu der Einsicht, • 



Fläche eonstanter negativer Krümmung auf jede Rotationsfläche 
mit derselben Krümmung immer derart abwickelbar ist, dass eine 
beliebige Schar von zusammenlaufenden geodätischen Linien mit 
der Schar der Meridiane zusammenfällt; und zwar muss die Rotations - 
fläche einem der bekannten Typen angehören, je nachdem der Punkt, in 
welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, reell ist und im Endlichen 
liegt oder reell ist und im Unendlichen liegt oder endlich imaginär ist, 
Natürlich sind auch die einem Typus angehörigen Botationsflächen auf die 
eines andern Typus abwickelbar; aber, entgegen dem, was bei den Flächen 
positiver Krümmung eintritt, bleiben die Meridiane nicht Meridiane and 
verwandeln sich dafür in eine andere Schar von zusammenlaufenden geo- 
dätischen Linien. Dies liegt an der Möglichkeit (die auf der Kugel kein 
Änalogon hat), dass es geodätische Linien giebt, die sich gamicht treffen 
oder aber sich im Unendlichen treffen. Will man nun haben, dass die 
Fläche bei der Deformation die Meridiane bewahrt, so ist dazu notwendig, 
dass sie auch den ihr eignen Typus bewahrt, was man übrigens leicht mit 
Hilfe der Formel (9) veriflciert. Besonders bemerkenswert ist die Pseudo- 
sphäre, welche sich unter Bewahrung der Meridiane nur so deformieren 
lässt, dass sie in sich selbst verschoben wird, d, h. die einaige Botations- 
fläehe, die sich auf die Pseudosphäre derart abwickeln lässt, dass Meridiane 
mit Meridianen zusammenfallen, ist die Pseudosphäre selbst. In der That 

wird für f(ß) = aB~~^ die Gleichung (9) 



und dirse stellt immei die Tiaotiis mit dem Paiametei « dir, was man 
sofort erkennt, mdem man am b ■-\- a log l ■vei\vaudelt Man kann sich 
dies leicht eiklaien, wenn man bemeikt, dass nut im Falle der Pseudo- 

sphäie die Pai-allelkreise die constantp geodätische Krümmung haben, 

und dass andrerseits diese Kiummimg nicht vaiiieien kann, wenn man die 



Fläche duich blosse Biegung defoimiert 



§ 184. Fläolieii eonstanter mittlerer Krümmung. 

Interessante Fragen der Physik führen zur Betrachtung dieser Flächen, 
unter denen die Elassoide oder Flächen mit der mittleren Krümmung Null 
besonders bemerkenswert sind. Die Gleichung 11=0 sagt uns sofort, dass 
die Dupin'sche Indicatris in jedem Punkte eine gleichseitige Hyperbel ist. 
Demnaeh sind die Elassoide durch den Umstand charakterisiert, 
dass ihre Asymptotenlinien ein zweifaches Orthogonalsystem bil- 
den. Beziehen wir uns auf ein früher gefundenes Resultat, so können wir 
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§ 184. Flächen constajiter mittlerci' Krümmung. 



233 



jetzt bebaupteü, dass das einzige Rotationselassoid das Catenoid ist, 
was man iitii-igens auch erkennt, wenn man sich daran erinnert {§ 18, e), 
dass die Kettenlinie dorcL die Eigenschaft charakterisiert ist, in jedem 
Punkte M ein Krümmungscentrum zu besitzen, dass inbezug auf M sjm- 
metriaoh zu dem Schnittpunkt der Normale mit der Directris ist. Es ist 
leicht, die allgemeinere Präge zu beantworten: Welche Eotationsflächen 
Bezeichnet man mit 



haben constante mittlere Krüm 
den Constanten Wert von H, 
Gleichung 



muss die Kiilmmung des Meridians der 



genügen, aus welcher wir sofort erfahren (§ 59, f), dass die verlangten 
Flächen durch Rotation der Delaunay'schen Curven um ihre be- 
züglichen Leitlinien erzeugt werden. Je nachdem die Cnrve dem ellip- 
tischen Typus oder dem hyperbolischen Typus angehört, heisst die FlH.cIie 





ein Unduloid oder ein Nodoid. Auf Grund einei bekannten Eigenschaft 
der Delaunay'schen Curven ist klar, dass dem ündnloid und dem Nodoid die 
beiden Flachen des eisten m § 182 gefundenen Typus paiaüel sind; aber 
die<!e Eigenschaft gilt m allgemeinerer Form und enthüllt uns eine innige 
Beziehung zwischen den Flachen mit constanter mittlerei Kiummung 
und denienigen mit constanter totaler Krümmung. Construieren wir in 
dfr Thit zu emer Fkche, auf dei ifjEg = a^ ist, die Parallelflächen in den 
abständen « und — a, so haben diese die Hauptkrümmungsradien if^ ^ w, 
n^^a. Da nun 



-V-±-V.+ 



ü, + «- 



sieht man , < 



die beiden Flächen constante mittlere Erämmuüg 
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§ 185. 

Bei allen Fläclieii constanter mittlerer Krümniung besteht die Eigenschaft: 
Die Krünimungslinien hilden ein isothermes System. In der That 
gewinnt man aus den beiden ersten Formeln von Codazzi sofort die geo- 
dätischen Krümmungen unter der Form 

wo / = <>, fl= ^log{S'Zi—ciZ^) ist Es ist abei bekannt (§ 167), 
dass die erite fTlnichung (/ ^^= 0, ja sogar 5Lhon J-f = 0) zum Beweise 
dps Theoiems genügt Füi ein EUssoid bleibt dei Pat? auch noch bestehen, 
wenn man an Stelle dei Krummirngslinien die Aiymptotenlinien betrachtet. 
In dei That' Wählt man die Aaymptutenlimen als Coordinatenlinien, so 
ergeben weh aus den genannten Formeln von Oodazzi die Werte der geo- 
dätischPE KrummuDgen unter dei Form (12") mit f^O, j/ = -^ log E. 
Also bilden die Asymptotenhnien einps jeden Elassoids ein iso- 
thermes System. Übrigens ist dieses Theorem eine unmittelbare Folge 
des vorigen, da durch ta = -j- sicherlich der Gleichung J^a ^= genügt 
wird (vgl. § 167). Zu einer andern charakteristischen Eigenschaft der 
Elassoide gelangt man, wenn man die Frage zu beantworten sucht: Welche 
zweifachen Orthogonalsysteme von Curven bleiben orthogonal 
bei der sphärischen Abbildung? Diese Frage ist (§§ 159, 160) gleich- 
bedeutend mit dei folgenden Wann ist ein orthogonales Durchmesserpaar 
eines tegelschnitts conjugiert zu einem audem orthogonalen Paare? Wir 
wissen aber, da&s nur die Axen diese Eigenschaft haben, falls nicht der 
Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel ist, in welchem Falle (§ 28) die 
Eigensfhift jedem Piare senkrechter Durchmesser zukommt. Es bilden also 
im allgemeinen die KriimmungsUnien das einzige System, welches 
bei der sphärischen Abbildung orthogonal bleibt, und nur auf den 
Elassoiden ist es der Fall, diss jedes andere zweifache System 
orthogonal bleibt. Bemerkt man übrigen':, dass die Deviationen von 
zwei zueinander senkrechten Linien dur<,h die tngonometi lachen Tangenten 
— -^ imd ^ definiert sind, so zeigt eine leuhte Eeeknung, dass dei Zu- 
wachs des Winkels der beiden Curven bei dei sphinschen AbbüdunR die 
Tangente (B^ + IQ E hat. Will man also haben dass der "Wink"! gleii h 
-- bleibt, während S^Ü ist, so muss H"=l> s m 



§ 186. 

Wir wollen uns jetzt die Frage vorlogen: Giebt es Elassoide unter 
den Eegelflächen? Eine der beiden Scharen von Asymptotenlinien be- 
steht notwendig aus den geradlinigen Erzeugenden, welche auch geodätische 
Linien sind, so dass SVj^ == §i = ist. Die andere Schar wird gebildet 
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von den orthogonalen Trajeetorien der Erzeugenden. Pur diese Cnrven ist, 
wie wir bereits gesehen haben (§ 178} 

Dl nun *iu h dl^ = sein rnuÄS so zeio-t die eiste rorniel \on Ocdaz/i, 
dass C eine Funttioa des Parameters q^ allem st und daher p und t — ^^ , 
welche nicht von j^ abhingen Constanten sind Dies TorausgeachiLkt hat 
man auf 3er fetiittionslinie ( '= folglich Qa = Also ist diese L me, 
da sie gleichzeitig Asjmptutenlinie und geodd,ti3öhe Linie ist, eine deiade, 
d h die Erzeugenden tieffea eine feste (gerade des Raumes senkiecht Wenn 
man nui s, = s varueren lasst so behalt t einen cunstanten Weit & uni 
die Formeb (13_) Ejeben als Mass tur die Krinrnrnngen emei IjpI cbigen 
oithog nalea Trajeetone der Erzeugenden die cnnstanten \\eite 

1 ^ 6 1 ^ a 

V"^ a* + 6" r ~ »ä _|. 6* > 

wenn mau mit a den constauten Weit von j? bezeichnet Also sind (§ 136} 
die krummen Asymptotenlinien der Pl&nlie cüculare Sthiaubenlinien Wendet 
man endKch die Funiiamentalfonneln auf die Richtung dei Eizeugenden 
(ff = 1, |5 = 0, ^ = O) an untei der Annahme, dass dei Anfangspunkt 
längs einer beliebigen krummen Asf mptoti nlinip fortrückt, so findet man 
rfa = d|3 = 0, Sy ^= — Cd teniei sieht man tur f = 0, dass der 
Winke!, um den sich die Ei^eugende um die Stnetionsase dieht, — ist. 
Er variiert also proportional zu dei auf dei genannten Axe vom Pusspunkte 
der Erzeugenden durchlaufenen Strecke Min gplangt auf diese Weise (§ 123, h) 
zu dem folgenden Theorem von Catalan Das einzige Elassoid anter den 
Kegelfläehen ist die Sol laubenfliche mit Leitebene. Übrigens er- 
giebt sich dieses Theorem unmittelbar aus dem "Umstände, dass die genannte 
Fläche die einzige ist (§ 141), welche mehr als zwei zu den Erzeugenden 
orthogonale Asymptotenlinien hat. 



§ 187- 
TJm zu wissen, auf welchen Regelflächen die orthogonalen Trajeetorien 
der Er/engenden (wie bei der Schraubenfiäche mit Leitebene) Linien con- 
stanter geodätischer Krümmung sind, rrmas man ansehen, wann die Kriim- 
mnng §^, die durch die erste Pormel (13) gegeben ist, sich auf eine 
Function reduoiert, die nur von dem Parameter (/j^ abhängt. Damit dies 
stattfinde, ist notwendig, dass die Grössen j) nnd t — q^, die immer unab- 
hängig von q^ lind, constant bleiben Es 'isi p = a, t= q^ Die Strictions- 
linie (t == 0) ist also eine (,3-Linie, und sie ist eine geodätische Linie 
(§g = 0), woraus folgt, da'.s sie die Erzeugenden au Bmormalen hat Femer 
stellt ■ — -S, welrhes längs dei ganzen '^tnttlOnshme den Constanten Wert 
— bewahrt, die Torsion diesei Lmie dai Mithin sind die gesuchten Flächen 
diejenigen, welche von den Binormalen der Cnrven constanter Tor- 
sion gebildet werden. Da fiir alle diese Flächen 
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236 Zwölftes Kapitel. Übungen über die l'läi;hen, 

3 log ft ^ g. 

und daher §j ^ V'?i^M" "^ i^^'i ^^ nimmt das Quadrat des Bogenelemente bei 
allen, die Form dg^-^ -)- (^^ -\- a^) dq^ an. Also sind die Elfteren, um welche 
es sich handelt, abwickelbar auf die Schraubenfläche mit Leitebene, 
Es ist femer evident, dass sie auch auf ßotationsfiächen abwickelbar sind, 
deren Form man bestimmt, indem man in (9) /'(s) ^ ]/s^ -f" a^ setzt. 
Für fc = 1 wird jene Gleichung p = « -j , mithin ist die Schrauben- 
fläche mit Leitebene abwickelbar auf das Catenoid. Wenn man 
mit andern Worten ein unaus dehnbares Catenoid derart verbiegt, dass sein 
kleinster Parallelkreis geradlinig wird, so werden auch die Meridiane gerad- 
linig und bilden eine Schraubenfiäehe mit Leitebene. 



§ 188. Flächen zweiten Crrades. 

Will man nach den Methoden der natftilichen Geometrie eine Fläche 
studieren, die durch eine Gleichung zweiten Grades zwischen den auf un- 
bewegliche Axen bezogenen Coordinaten dargestellt wird, so gehe man von 
folgender Bemerkung ans (vgL § 30) ; Wird der Anfangspunkt auf die 
Fläche verlegt, die .s-Axe längs der Normale gerichtet, und differenziert man 
die Gleichung, indem man mittels der bekannten Bedingungen (§ 154) die 
Unbeweglichkeit der Punkte X, y, S ausdrückt, so muss man die Gleichung 
wiederfinden, von der man ausgegangen ist. Dies vorausgeschickt erinnere 
man sich, dass für x = y = s = Q nur die Quotienten ^ — und -^ den 
Wert — 1 annehmen, während alle andern verschwinden. Dann erkennt 
man sofort, dass der lineare Teil der vorgelegten Gleichung sich auf s re- 
ducieren muss. Femer sieht man für s = 0, dass die Fläche von der Tan- 
gentialebene in zwei Geraden geschnitten wird, die reell oder imaginär sein 
können: Sie ist also eine quadratische Eegelfläehe (§ 123, d). Wir 
überlassen es dem Leser, die Umkehning dieses Satzes zu beweisen. WBhlt 
man die Eiehtung der Äsen x und y derart, dass sie die Kiümmungslinien 
berühren, so mnss auch das Glied mit xy fehlen, so dass die Gleichung 
sich schliesslich auf die Form 

(14) z = \- (SZ^x^ + 32,f) + (ux + ßy)z + yz^ 

reducieit Man diffeien/iere sie einmal nach i/j, di,s andeie Mal nach q^ 
und identiflueie sie nut ledei dei beiden abgeleiteten Gleithungon, indem 
man das eine Mal die Coeffl-uenten von y^, das andere Mal die von t^ in 
Betiacht zieht Dann erhalt man 

Vergleicht man dagegen den Coefficienten von 3-} in der ersten abgeleiteten 
Gleichung und den von y^ in der zweiten mit den analogen Coefficienten 
in der ursprünglichen Gleichung, so erhält man die Werte 
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, Flilchen zweiten Grades. 






(16) 



Setzt man diese gleich den obenstehenden, so findet mau dmcb, I 
eine ehaiaktens tische Eigenschait der Fliehen zweiten trades wieder (§ lfa2), 
namlicli die Unahhingigkeit der "^ erhxltiiisse ~r- und ^ von 5, hpzw. 
von g. Man wird jptzt natuigemSss dazu gefühlt die Paiametei dei Kiüm- 
mimgslinien so ?u wählen, dass man setzt 

Danach werden die Werte (15) 

Inzwischen ergiebt sich aus den beiden ersten Formeln von Codazzi 
S log Q , ^ _ ffi' 8 log fe ^ ga' 

woraus man durch Integration Q^ und Q2 berechnet und dann 

findet. Hierbei bemerke man, dass das Verhältnis von Q^ zu Q^ gleich dem 
Product einer Function von q^ mit einer Function von g^ wird. Es bilden 
also auf den Flächen zweiten Grades die Erümmungslinien ein 
isothermes System. Um y zu bestimmen, braucht man nur den Coeffleienten 
von js^ in der ursprünglichen Gleichung mit denjenigen in den beiden ab- 
geleiteten zu vergleichen und die beiden ao erhaltenen Gleichungen 

ZU integrieren. Man findet dann schliesslich 

7 = — ySiSs (5i^ + 3s^ — ■^) ■ 
Um nun alle Coefficienten der Gleichung (14) vollständig als Functionen 
der q zu kennen, bleibt uns nur noch übrig, die Functionen (p und if- näher 
zu bestimmen. Man vergleiche zu dem Ende den Coefficienten von xs in 
der ersten abgeleiteten Gleichung und den von ps in der zweiten mit den 
analogen Coefficienten der ursprünglichen Gleichung und set/e in den so er- 



ftir «, ß, y und die SZ ihre voiMn gefundenen Werte ein. Durch einfache 
Überlegungen erkennt man, daas man, wenn 

f(x) ^x^ — Ax'-\-Bx—C 
gesetzt wird, 

annehm.en muss, und hat hiermit alles, was zum Studium der Flächen zweiten 
Grades vom Standpunkt der natürlichen Geometrie aus nötig ist. 
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Erteilt man n irgend einen festea Wert, so stellt die Gleidinng (14) 
einen Kegelschnitt dar, der in ein Geradenpaar ausartet für diejenigün Worte 
von ?, welche die Discriminante 



dx^ K2 



= qi<ii^ {Gz~ ^q-iq^ 



enm Verschwinden bringen, d. h. für ^^0 und für Gs '^ 'iq^q^. Also 
ist jeder ebene Sclinitt einer FUclie zweiten Grades ein Kegel- 
schnitt, und parallel zu jeder Ebene giebt es zwei ausgeartete Schnitte, 
deren Ebenen die Fläche offenbar berühren. Wir sehen also, wenn wir die 
Discussion der Ausnahmefälle beiseite lassen, dass jedem Punkte M ein Punkt 
N entspricht, dessen Coordinaten, bezogen auf das Fundanientaltrieder mit 
dem Anfangspunkt in M, durch die Bedingungen 

definiert d und zwar st dis Ent i rechen zwi 1 n de be len Punkt n 
derart, d ss n 1 neu d e Tangent alel enen 1er IIa he e ten C ade panllel 
sind. Hernach sfc klar dass wenn de Fläche einen M ttelpunl t le tzt 
dieser die Sehne MN halb erea muss Man wiid dahe sagea können dass 
ein Mittelp kt exihtie ■t und so ne Coo dinaten 



(") --hV: 



fil ) __ _ g "l/ / J __ J 9 



sind, nach! n an (was s h le lit ma len ISs t") venu t hat das 1 ese 
Coordinaten den Unbewefli hke tsbel ng ngen gen igen Soll de Punkt M 
ein Sehe tel se n us nin ag^O 0=*^ haben md dann stellt 
jTq die Lange der zugehör gen Hall ase dir S nd ak i jt v 1 e als ver 
schieden vo ausgesetzten Wurzeln von / so y d e ns der d e Sehe telj lare 
und dan t e ne de dr Axen defin ert indem nan (zB)g ^A q = fi 
nimmt, m welchem Falle die Lange c der Halbaxe durch C c ^ k^ gegeben 
sein wird. Wenn mau also beachtet, dass C=i.iiv, so sieht man, dass die 
Quadrate der Halbaxen 

a = — , ä ^ J_ c^^ — 

Ol ' Cfi ' Cii 

sind, imd dass infolgedessen der Wert der Constanten C das Inverse von 
Yabc ist Dass ■ die drei Äsen ein orthogonales Tripel bilden, geht aus der 
symmetrischen Form hervor, welche die Gleichung (14) annimmt, wenn man 
den Anfangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt der Fläche verlegt. 
Man erhält in der That, wenn man 2 in z -\- c verwandelt und beachtet, 
dass Ä '= l -}- jj. -\- V ist, 

(18) 5 + 1^ + 5-1; 

und dann ist es leicht, sich dieser Gleichung zu bedienen, um die ver- 
schiedenen Formen reeller Flächen zweiten Grades zu discutieren, ent- 
sprechend den Annahmen dreier oder zweier Paare reeller Scheitel oder 
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§ 189. § 190. 239 

nur eint'S Paares. Im ersten Falle liat man das ElHpsoid, iin zweiten 
das einschalige Hyperboloid »iid im dritten das Kweischalige Hyper- 
boloid. Inzwischen bemerke man, dass die durcii die öleichung q^^ = X 
definierte Krümmungslinie durch die beiden Paare von Scheiteln hindurchgeht, 
welc^ie den Werten ^ und v des andern Parameters q^^ entsprechen. Da 
gg= ist, so ist die betrachtete Linie eben (§ 147). Also sind die drei 
Hanptdiametralsehnitte, d. h. die durch die Hauptebenen (Ebenen, die durch 
zwei Axen hindurchgehen) erzeugten Schnitte, Knimmungslinien und gleich- 
zeitig geodätisete Linien der Fläche. Dies ist übrigens evident, wenn man 
sich überlegt, dass die ITormaieB der Fläche längs eines Hauptdiametral- 
sehnittes sämtlich in der Ebene des Schnittes liegen, bezw, wenn man be- 
merkt, dass die Hauptebenen die Fläche senkrecht schneiden. Aus dem. vor- 
hin gesagten geht aber noch hervor, dass die drei Curven durch den Um- 
stand charakterisiert sind, dass ISngs einer jeden von ihnen das Quadrat des 
einen Parameters beständig gleich einer Wurzel von f bleibt. 

§ 190. 
Man erhält die Nabelpunkte (dZ^ = ET^), indem mau successiv 
g,*^ g^^^l^ Hj V nimmt, in welchem Falle a'^ und j/q unbestimmt werden, 
dt^egen 

o'(V + s.')--i' + Ji-¥--^W. 

so dass man, tun die Lage des Mittelpunktes inbezug auf die Tangential- 
ebene und die Normale in einem Nabelpunkte zu fixieren, die Formeln hat 

z^^= + alcl\ V+ %"= ± «("/(AI ■ 
Man findet so, dass die Entfernungen des Mittelpunktes von den Tangential- 
ebenen in den (reellen oder imaginären) Nabelpunkten ~ , ~r , — sind, 
während die Entfernungen von den entspreüienden Normilen 

±i^-\/(c'-a')(a'~W}, ±|v'(«'-6') (»'-«"). 

sind. Offenbar liegen die Nabelpunkte auf den drei Hauptdiametral schnitten, 
aber sie sind nicht alle reell. So sind z B. im Falle des Ellipsoids, wenn 
man « > 6 > r annimmt, die einzigen reellen Nabelpunkte die vier durch 
gj^=g-j^=fi definierten Punkte. Sie gehören dem durch die kleinste und 
die grosste Axe bestimmten Schnitt an und sind durch diesen Umstand und 
dadurch definiert, dass ihre Entfernung vom Mittelpunkt ya"-|- i^- — h^ ist, 
also kiemer als a und grösser als c. Die andern Nabelpunkte sind imaginär 
gerade deshalb, weil sie den ooncentriseh zum Ellipsoid mit den Eadien 
'yW-\-<^^—a^ < c und ya^ -|- ö^ — C^ > a beschriebenen Kugeln ange- 
hören, von denen also die erste zu klein, die zweite zu gross ist, um das 
Ellipsoid zu schneiden. Die viei reellen Nabelpunkte vereinigen sich zu 
zwei Paaren F, Ct unil JP', &' diametral gegenüberliegender Punkte, und 



die Tangentialebenen in diesen Punkten sind alle um -^ vom Mattelpunkt 
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des Ellipsoids entfernt. Die einzigen (reelleß) Kreisschnitte der PlBclio liegen 
offenbar in EbeneE, die zu den genanntea Tangentialebenen parallel sind, und 
zwei von ihnen, nämlich die in Diametralehenen liegenden, haben den 
Eadius 6. Auch das zweischalige Hyperboloid hat nur Kwei Paare von 
reellen Nabelpunkten, und zwar auf jeder Schale eins. Dagegen sind die 
Nabelpunkte des andern Hyperboloids sämtlich imaginär. 



§ 191. 

Die Krümmung einer Fläche zweiten Grades in einem Punkte 
ist proportional der vierten Potenz der Entfernung des Mittel- 
nktes von der Tangentialebene in M. In der That ist 



K=m,^J,- 



= 9i 3a ■ 



Hierbei bemerke man, dass nur die einschaligen Hyperboloide (n^t^c^<0) 
negative Krümmung haben und daher die einzigen Flächen zweiten Grades 
mit Mittelpunkt sind, die von reellen Geraden erzeugt werden. Wir wissen 
bereits, dass, wenn sich M längs einer Erzeugenden unendlich \on der cen- 
tralen Lage entfernt, K aaeh Null convergiert. Es mass daJiei auch 2^ 
nach Null convergieren, d. h. die Tangentialebene enthält in der Grenalage 
den Mittelpunkt. Also ist die asymptotische Developpable (§ 178) 
einer Fläche zweiten Grades ein Kegel mit dem Scheitel im 
Mittelpunkt. Bezieht man den Kegel auf den Scheitel und die Haupt- 
ebenen, so ist seine Gleichung offenbar die Gleichung (18) selbst, in der 
man auf der rechten Seite an Stelle von 1 gesetzt hat. Mit Hilfe dieser 
Gleichung sieht maji sofort, dass der Asymptotenkegel, der nur im Falle des 
Ellipsoids imaginär ist, von dem einschaligen Hyperboloid vollständig umgeben 
ist, dass er dagegen die beiden Schalen des andern Hyperboloids umgiebt und 
sie voneinander trennt. "Wenn femer der Punkt M, indem er eine gegebene 
Erzeugende durchläuft, die centrale Lage annimmt, so wird die Entfernung 
2g ein Maximum, Mithin sind die Ebenen, die längs der Strictions- 
linie eine Fläche zweiten Grades berühren, senkrecht zu den vom 
Mittelpunkt auf die Erzeugenden gefällten Loten. Gehört also M 
der Strictionslinie an (d. h. dem Ort der Centralpunkte der Erzeugenden der 
beiden Seharen), so hat man 2/0^""^ ^o^S ""i ^° ^ ^^^ Bedingung &l ^ Q 
oder g_^ cos^ w -f- q^ sin^ ro = genügt, die die Neigung der Erzeugenden 
gegen die Krümmungslinien definiert. Daraus folgt, dass die Strictionslinie 
durch die Relation q^X^ -\- q^y^ = charakterisiert wird. Setzt man 
für Xa und i/q die Werte (17) ein, so sieht man, dass ihre Gleichung in 
krummlinigen Coordinaten 

(19) 3,V(3,^+9,^-A)+C=0 

ist. Sie ist gleichbedeutend mit 'iyss^= 1 und drückt aus, dass die Pro- 
jectionen des Mittelpunktes auf die Normalen längs der Strictions- 
linie die von der Fläche auf diesen Normalen bestimmten Ab- 
schnitte halbieren. Es ergiebt sich in der Thät aus der Formel (14), 
dass die Länge dieser Abschnitte - - == 2 Zi, ist. Mit Hilfe der Gleichung 
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(19) kann man ohae Schwierigkeit die Stiictionslinie antersuelien feie geht 
durck alle SfliLitel, die für sie Inflexioaspunkte ^ind, und ist syminetiiSLh 
iubezug luf die Hanptphenen 



Unter den Gurven auf einer Pläclie zweiten Grades sind bemerkenswert 
die Poloiden, d. h, die durch folgende Eigenschaft definiei-ten Curvcn: Die 
Tangentialebenen längs einer Poloide sind gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernt. Nach dem in § 191 gesagten ist klar, dass die Krüm- 
mung einer Fläcbe zweiten Grades längs jeder Poloide constant 
ist. Wenn man bemerkt, dass die Gleichung dieser Curven in krumm- 
linigen Ooordinaten 9^3^=^ Const. ist, und dass man andererseits 

g^ log «loa = ß cos w -}- |5 sin cü 

hat, so sieM man, dass die Neigung m einer Poloide gegen eine Krümmungs- 
linie durch die Formol 

gegeben ist. Die Substitution dieses Wertes von w in die Formeln (12), 
(15) und (19) des vorigen Kapitels liefert alle Elemente, die för die üntei'- 
sucliung der Poloiden vom Standpunkt der natürlichen Geometrie nötig sind. 
Zu einer andern Eigenschaft dieser Curven gelangt man durch die Be- 
merkung, dass der auf der Fläche zweiten Grades durcb die zur Tangential- 
ebene parallele Diametralebene hervorgebrachte Schnitt durch die Gleichung 
&lj^x^ -\- ^^y^ ^ Zg dargestellt wird, so dass die Quadrate der Haibasen 



sind. Daraus folgt, dass die Parameter g^ und q^ umgekehrt proportional 
den Halbasen dieses Schnittes sind. Derselbe ist eine reelle Ellipse im 
Falle des Ellipsoids, und man kann alsdann sagen; Wenn ein Punkt eine 
Poloide durchläuft, so bewahrt der zur Tangentialebene parallele 
Diametralschnitt einen constanten Flächeninhalt. Endlich zeigt 
eine leichte Rechnung, dass die auf dem Ellipsoid tangential zu jeder 
Poloido gemachten Normalschnitte in dem Berührungspunkt einen 
Scheitel haben. 



§ 193. 

Wenn man mit äp die Länge der zu Mw parallelen Halhaxe multipli- 
ciert, so erhält man einen von q^ unabhängigen Wert. Also gilt der Satz: 
Längs den Krümmungsiinien einer Fläche zweiten Grades ist das 
Product des zu der Tangente parallelen Durchmessers mit der Ent- 
fernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene constant. Wir 
woUen uns jetzt die Frage stellen: Ist dieses eine für die Krümmungslinien 
charakteristische Eigenschaft? Nach dem über die Dupin'sche Lidieatrix 
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(§ 158) ersieht man sofort, dass die halbe Länge / des zu einer 
.Tangente, die gegen Mx um co geneigt ist, parallelen Durclimessers 



infolgedessen die angegebene Eigenschaft allen Curven 



zukommt, längs welchen 

— ■; 1- — , = Oonst. 

ist. Wendet man nnn anf die linke Seite die Operation 

d 3 1 ö ■ S 

g^„cos..g- + g,^smcOg- 



an, so erhält man leicht 




sA 3,' ^ aW \ 9,^ ^ 9.' 


~ &'3s es! 


nnd man kann der Grösse, die auf der rechten Seite in Klammerü steht. 


auch die Form 




^^*-(asi..-a.o 


■" + '£) 


gehen, da man auf Grund der Formeln (16) 




e. /^'^. S„ 


"li' 



-" 9s — ffi 9/— 9i 

hat. Es ist also, wenn man sich an die erste Formel (19) des vorigen 
Kapitels erinnert, 

(20) ^ (— / + ^) = "-^^' § sin 2« . 

Mithin kommt die angegebene Eigenschaft nicht bloss den Krümmungs- 
linien (w = 0, » = "S") ^i^i sondern, wie Joachimstkal bemerkt hat, 
auch den geodätischen Linien (§ = 0). In jedem Falle dient die Formel 
(20) zur Berechnung der geodätischen Krümmung einer beliebigen Linie, die 
auf einer Fläche zweiten Grades gezogen ist. 



§ 194- 
Wiohtige Folgerungen aus dem Theorem ¥on Joachimsthal sind von 
Eoberts angegeben worden. Betrachten wir ein Ellipsoid, und verbinden 
wir durch geodätische Linien einen beliebigen Punkt W mit zwei reellen 
Nahelpunkten, die sich nicht diametral gegenüberliegen, z. B. F nnd F' . 
Längs der einen wie der andern geodätischen Linie bewahrt das Product 
;«(, einen constanten Wert, nnd da nach dem am Schluss des § 190 gesagten 
der Wert von le^ sowohl in i^ als auch in F' gleich ac ist, so wird auch 
in Jf die Grösse Ig^ und infolgedessen l einen einzigen Wert haben müssen. 
Denkt man aber an die Bedeutung von \ so sieht man sofort, dass die Tan- 
genten der beiden geodätischen Linien in JHf gegen die Axen der Dupin'schen 
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Indicatris gleich geneigt sind. Also halbieren die Krümmungsliiiien 
eines EUipsoids in jedem Punkte Jf die Winkel der geodätischen 
Linien, welche M mit zwei Nabelpuaktea verbinden, die sieb 
nicht diametral gegenüberliegen. Infolgedessen sind MF uad MG 
Bogen einer und derselben geodätischen Linie, und da M ein auf der Fläche 
beliebig gewählter Punkt ist, so siebt man, dass die von einem Nabel- 
punkt ausgebenden geodätisoben Linien in dem diametral gegen- 
überliegenden Nabelpunkt zusammenlaufen. Es ergiebt sich femer 
aus der Grundeigensebaft der geodätischen Linien (§ 153), dass die Ent- 
fernung der beiden Nabelpunkte längs einer beliebigen geodätischen Linie 
gerechnet, immer dieselbe ist. Hiemach ist folgendes klar; Wenn man einen 
biegsamen, aber unaus dehnbaren Faden um ein vollkommen glattes Ellipsoid 
längs des mittleren Haupts cbnittes spannt, so kann sich das Ellipsoid wie 
eine Kugel frei «m FG oder F'6-' drehen, indem es den Faden deformiert, 
aber ohne dass derselbe auch nur einen Äugenblick aufhört über die Fläche 
gespannt zu bleiben. Im allgemeinen Falle passiert es dagegen, dass der 
Faden die FlScbe verlässt oder aber bei der Bewegung mit fortgeführt wird, 
indem er fest an der Fläche haften bleibt Wir wollen endlich auf eine 
andere wichtige Eigenschaft hinweisen, die viix hier nur als Satz aussprechen: 
Die Krümmungslinien eines EUipsoids sind die örter der Punkte, 
deren geodätische Entfernungen von zwei Nabelpunkten, die sich 
nicht diametral gegenüberliegen, eine constante Summe oder 
Differenz haben. Sie sind also sozusagen die Ellipsen und die Hyperbeln 
der Fläche. Diejenigen, welche sich inbezug auf die Brennpunkte F und 
F' als Ellipsen betrachten lassen, sind gleichzeitig Hyperbeln inbezug auf 
F und Cr' und umgekehrt. Daraus folgt, dass ein Stift, der bei seiner 
Bewegung einen biegsamen und unausdehnbaren Faden gespannt tüüt, den man 
mit seinen Enden in F und in F' befestigt hat, auf der Fläche eine Krüm- 
mungslinie beschreibt, und es gelingt auf diese Weise, indem mau die Länge 
des Fadens vergrössert oder verkleinert, alle Krümmungslinien der einen 
Schar meehanisch zu zeichnen. Um die der andern Schar zu erhalten, 
braucht man nur die Enden des Fadens in F und in 6' oder in F' und G 
zu befestigen. 



§ 195. Weingarten'Bche Flächen. 

Die Eotationsflächen , die Flächen constanter mittlerer oder totalei" 
Krümmung und viele andere merkwürdige Flächen gehören einer einzigen 
Klasse an, die dadurch charakterisiert ist, dass zwischen den Haupt- 
krümmungen eine Eelation besteht. Alle diese Flächen heissen Wein- 
garten'sche Flachen nach dem Namen des Geometers, der ihre wichtigsten 
Eigenschaften entdeckt hat. Wir beschränken uns hier auf den Beweis 
einer geringen Anzahl von Sätzen, die sich speciell auf die Evoluten der- 
artiger Flächen beziehen. Wir erinnern daran (§ 171), dass die Normal- 
krununungen und die geodätische Torsion des ersten Mantels der Evolute 
einer beliebigen Fläche mit Hilfe der Formeln 
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bestimmt werden, aus danen man unter Berücksichtigung der Formeln (30) 
des vorigen Kapitelä 



^Bx;m;- 



" V- SB, 



ableitet. Um den Wert K" der Krümmung in dem entsprechenden Punkte 
des zweiten Mantels zu erhalten, braucht mau nur in dem vorstehenden 
Ausdruck JJ, mit J?g und Sj mit s^ zu vertauschen. Man findet darauf 
8B, dE, 

Andrerseits ist, weun die Fläche eine Wei 

der Definition notwendig und hinreichend, dass die Functionaldete: 

der J? null ist, d. h. dass man hat 






'sehe sein soll, auf Grund 



Folglich ist jrj(:" = j.. 
Soll eine Fläche 



; Pro- 



Wir finden hiermit folgendes Theorem voa Halphen 
der Klasse der Weingarten'scheu Fläcliej 
notwendig und hinreichend, dass 
duct der Krümmungen der Mäntel der Evolute in z 
sprechenden Punkten gleich dem reciproken Wert der vierten 
Potenz des Abstandes dieser Punkte ist. Eine andere charakteristische 
. ist von Ribaucour entdeckt worden hei der Aufsuchung der 
dafür, dass den Asjmptotenlinien des einen Mantels die des 
andern entsprechen. Es sei a> inbezug auf die Krümmungsliaien von (Jf) 
die Neigung derjenigen Curve, welche M durchlaufen muss, damit das zu- 
gehörige Krümmungscentnim C^ eine Asymptotenlinie von {0-^ beschreibe, 
und tö' sei die Neigung dieser Asymptotenlinie gegen die Tangente Afs. 
Zwischen w und «' besteht eine Eelation, die sich leicht aus den Formeln 
(27) des vorigen Kapitels ableiten lässt, indem man die dritte durch die 
zweite dividiert; 



cot a 



dB, 



cot ft 



dJt, 



Will man nun u in der Weise bestimmen, dass Cj eine Asymptotenlinie 
von (6'i) beschreibt, so muss man haben 

Sr/ cot*B'--2£'cot w' + a^2'==0, 

d. h., wenn man für die ST', für S' und für m' die vorhin erhaltenen Werte 
einsetzt, 



Sollen sieh auf den beiden Mänteln die Aaymptotenlinien entsprechen, sollen 
also, wenn M in der Richtung fortrückt, die durch den Winkel w mit Mx 
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(oder — w mit My) definiert ist, die Krümmungscentra C^ und 0^ auf 

den Asymptütenlinien der boaugliclieii Mäntel fortzurücken streben, so muss 
man für denselben Wert von a haben 

mithin E'K'^^- falier der Sab: Sollen auf den beiden Mänteln 
der Evolute einer Fläche die Asymptotenlinien einaader ent- 
sprechen, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Fläche 
der Klasse der Weingarten'scheu Fläche» angehört. 



T 1 VI ktmIBl gif hd 

Etph wihnd Kmmglin 1 IdnMätl tattfi \ t 
Ab 1 dl TJut huag n 1 h m t grö L ht gk i. 

d hfüh nwnnm d Etsp h wih d Id Mntlndh 
wi 1 a g nd n PI h (J«") und h C mpl m t rflä h {M ) 

in du- te B tr ht ng Tinterz ht W b tra ht«D a f d rst Fl h 
8 ha tru m g 1 t h Lm C^ ^ C ) 1 ähl 1 

^L d dEtgr bh 



ist. Bemerken wir inzwischen, dass nach der Formel von Gauss (der dritten 
Codazzi'sehen Formel) l an die Krämmnng von (M) durch die Differential- 
gleichung 
(21) ^+1^-Kl' 

gebunden ist. Dies vorausgeschickt liefern die Fundaro entalform ein , ange- 
wandt auf den Punkt M\ dessen Coordinaten x = 1, )/ = s=0 sind. 



Also ist im Punkte M' die s'-Axe, welche senkrecht auf der Fläche {M") 
steht, parallel ztir y Axp Wenn man nnn die ^'-Ase parallel zu Ma und 
die x'-ks.e in entgegengesetztem Sinne wie Mx richtet, so gelangt man 
leicht, indem man wie m § 171 verfährt, zu den Relationen 

c ? d ,. d dl d (^Ol . \ d 

CS, e.?, ' o«s 0*3 PSj oh V*i / o*s 

in denen zur Abkürzung 



'-'^(af + O + ^'ä 
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gesetzt worden ist. Man bi-aucht ferner aur die Bedingungen flir die TJn- 
beweglichkeit des Punktes ( — x-\-l,S,y) inbezug auf das Trieder (M') 
zu schreiben unter Berücksiebtigung derjenigen des Punktes (ai, y, ä) inbezug 
auf das Trieder {M), um wie in dem genannten Paragraphen zu den Re- 
sultaten 

a'-o, §;-~j, 

die vorauszusehen waren, und zu folgenden anderen zu gelangen: 



" ''•{i+' 


1 + tii 


Man bemerke hier, dass sich 




(22) E'=dZ,'S>t^'—W^ = 


~'~ kP 


ergiebt, folglich unter Benutzuag von (21) 





V kl' ds^ ' 

woraus zu entnehmen ist, daßs die von Halphen für die Evoluten der 
Weingarten' sehen Fläehen gefundene Bedingung gleichbedeutend mit ^ — = 
ist, wnd diese sagt aus, dass §2 ^^^ Function des Parameters g^ allein ist. 
Daher der Satz: Soll eine Fläche eiu Mantel der Evolute einer 
"Weingarten'schen Fläche sein, so ist dazu notwendig, dass sie 
eine Schar geodätisch paralleler Linien besitzt, die constante 
geodätische Krümmung haben Die Bedingung ist nirht hinreichend. 
In der That haben wir immer die Scharen geiader geodätischer Lmien aus- 
geschlossen, da es unerlasslich ist, dass die Tangenten dei betrachteten geo- 
dätischen Linien eiup Congruenz bilden, und andreiseite haben wir m § 187 
Gelegenheit gehabt uns von dei Existenz von Eegelflachen /u ubei zeugen, 
deren Eraeugende von Linien constantei geodäti'^eher Krümmung orthogonal 
durchsetzt werden. 

§ 197- 

Jetzt gestattet uns die in § 181 gemachte Bemerkung zu behaupten, 
dass jeder Mantel der Evolute einer Weingarten'schen Fläche auf 
eine EotatJonsflSehe abwickelbar ist. Ist eine Relation ifj = q)(j;j) 
gegeben, so leitet man aus ^^ = ,-, wenn man bemerkt, dass dn-^^^dE^ 

LL°jLe._ _ ..._<__ g _ /Ä 

83, B, - Ä, • * ■ 



JJk 



zu setzen braucht, damit die Gleichung (9) den Meridian einer Rotations- 
fläche darstellt, auf die der erste Mantel der Evolute jeder durch Kj = g>(JR,) 
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5 197. 



i 198. 



247 



definierten Weingarten'schea Fläche abwickelbar ist. Die Gestalt dieser 
Rotationsfläche hängt, wie man. sieht, einzig und allein von der Natur der 
zwischen iJj und S^ stattfindenden Beziehung ah. Umgekehrt ist jede auf 
eine Rotationsfläche abwickelbare Fläche eia Mantel der Evolute 
einer Weingarten'sehen Piaehe, falls sie nicht aus den Binormalen 
einer Iiinie constanter Torsion besteht. Diese Sätze verdanken wir Wein- 
garten, Es ist ferner klar, dass die Eotationsfiächen, auf die sich die 
Mäntel der Evolute einer Weingarten'sehen Fläche abwickeln lassen, welche 
der durch JR^ = ^ (Jij) oder durch B^ ^^ ifi (S^) definierten Klasse angehört, 
die Evoluten derjenigen Rotationsflächen sind, welche derselben Klasse au- 
gehören , und deren Meridiane daher durch die Eigenschaft definiert sind, 
dass der zwischen Ineidenapunkt und Rotationsase enthaltene Normalen- 
abschnitt gleich q)(e) oder ifi(5) ist. Wenn, wie es sehr häufig vorkommt, die 
Relation zwischen S^ und S^ symmetrisch ist, so fallen die beiden Rotations- 
flächen, auf die sich die Evolutenmäntel der beti-achtet«n Weingarten'sehen 
Fläche abwickeln lassen, in eine zusammen. Im besoadern sind auf ein 
Catenoid abwickelbar die beiden Mäntel der Evolute jeder Fläche 
constanter negativer Krümmung und auf die Evolute eines Gate- 
noids die beiden Evolutenmäntel jedes Elassoids, 



§ 198. 

Kehren, wir zum Schluas zu der am Anfang, des § 196 ausgesprochenen 
Frage zurück. Bei Anwendung der Fundamentalformein auf die Cosinus' 
K^O, |3=1, y = ergiebt sich 



! Developpable erzeugt, so ] 
itimmen, dass die Bedingung 



Will man nun haben, 
(vgl. 8 123, b) » 



erfüllt ist, dass man also (nach Ausführung der Rechnung) hat 

E. + (ir.c.„-s»-.si..)£_o. 



a 


S„ 


a« 


f 


dp 


i» 


Y 


Sy 


Si 



Diese Gleichung definiert in jedem Falle die I> 
von (M) gegen Mx, welche den Krümmungsli 
Sollen auch sie Krümmungslinien auf {M) sein 
(0 verschwinden. Die Bedingungen 



Ec 

rs cos (d 



^2» + - 



y. 



aignng oj derjenigen Linien 

.ien von (M") enteprechen. 

so muss überdies S„ für 



„) »os»5- + sm«j- . 
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mäsaen sich daher auf eine einzige Bedingung redueieren. Aus der Identi- 
fication ergiebt sich, wenn wir den Fall der abwickelbaren riäehen beiseite 

d. h. l muss einen constanten Wert a haben. Wii- können also folgenden 
weiteren Satz von Ribaucour aussprechen: Sollen den Krümmungs- 
liaieii des einen Mantels der Evolute einer Fläche auf dem andern 
Mantel dessen Krümmungslinien entsprechen, so ist dazu not- 
wendig und hinreichend, dass die Entfernung der Hauptkrüm- 
mnngscentra der betrachteten Fläche constant ist. Dieselbe muss 
mit andern Worten eine specielle Weingarten'sehe Fläche sein, welche der 
durch die Relation K^^ — J?g = Const. definierten Klasse angehört. Unter 
dieser Annahme liefern die Formeln (21) und (32) 

d. h. die beiden Mäntel sind Flächen eonstanter negativer Krüm- 
mung. Dies lieäs sich voraussehen auf Grund der Schlussbemerkung im 
vorigen Paragraphen. Es ist in der That klar, dass die Evolventen der 
Tractrix vom Parameter a die Eigenschaft geniessen, dasa bei ihnen die 
Differenz des Krümmungsradius und des zwischen dem Incidenzpunkt und 
der Asymptote der Traetris enthaltenen Normalenab Schnitts beständig gleich 
a ist. Daraus folgt, dass die Evolutfln der von Eibaueour betrachteten 
Flächen sich auf die Pseudosphäre vom Parameter a abwickeln lassen. Sie 

haben daher wie diese die eonstante Krümmung ^ . Ist mngekehrt eine 

Fläche mit der Krümmung ^ gegeben, und costruiert man auf den Tan- 
genten einer einfach unendlichen Zahl geodätischer Linien, die in einem un- 
endlich fernen Punkte zusauimenlanfen von den Berührungspunkten ausgehend 
nach der Eichtung, in welcher die geodätischen Linien dem gemeinsamen 
Punkte zustreben, Strecken von der Länge a, so liegen die Endpunkte dieser 
Strecken auf einer zweiten Fläche von der Krümmung — -j , die zusammen 
mit der ersten die Evolute einer Weingarten'schen Fläche bildet, und zwar 
entsprechen den Krümmungslinien wie ancli den Asymptoten- 
linien der gegebenen Fläche die analogen Linien der andern. 
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Inflnitesimalc Deformationen der Fläcben. 

§ 199. 
Wir denken ons, dass die Punkte einer Fläche (M) unendlich 
kleine Vernickungea erfahren, um eine andere Fläche (M') au bilden, 
und stellen uns die Aufgabe, die Äuderangen zu studieren, welche dabei 
in den fundamentalen Krümmungen von {M) entstehen. Es seien 
M, V, w die Projectionen der Verrückung MM' auf zwei orthogonale 
Tangenten und auf die Normale von (M) im Punkte M. Durch^uft 
M in der Tangentialebene eine Strecke ds, die um w gegen die fl;-Äse 
geneigt ist, so erleiden die Coordinaten (x = u, y = v, 2 = w) des 
Punktes M' Variationen, die durch die bekannten Fundamentalformelu 
(§ 1.^4) 

(1) g = V, cos « + (1 + V,) sin c , 

= ^ COS m 4~ w„ sm m 

y ds ^ i i 

gegeben sind. Wir haben in ihnen zur Abkürzung gesetzt 



~S>Zjiv , 



"8si 



v2) ., = -+5«,. 



1 ' fJ«! ' ' ' ä ÖSj ' ^ 

Quadriert und addiert man dieForraeln(l), so erhält man ds'^={l-\-^)ds, 
wo abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 

$ = % cos^ ra -|- (■«£ + 1*3) cos ß) sin 0) 4" ^^2 ^^^^ "* 
ist. Offenbar rediiciert sieh $, welches die lineare Dilatation pro 
Läogeneinheit darstellt, in der Richtung Mx auf m^ und in der Richtung 
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My auf üj. Das Flachenelement tls^d-', transfoimierfc sich also in 
(1 -\- ii^) (1 -\- v^)dSj^ds^ Wenn man daher mit (1 -^ ®)dsjds^ den 
Inhalt des deformierten Elements bezeichnet, wenn also @ die Fläehen- 
dilatation pro Flächeneinheit ist, ?o hat mdn untei' Vemaehlässignng 
unendlich kleiner Grössen von höherer Orrlnung @==Wj +«3 oder nach (2) 

(3) S_(A + §,)»+(A + gJ„_jEf„. 

Diese Formel zeigt, dass es nur bei den Elassoiden {11= 0) ein- 
tritt, dasB die normale Verrückung keinen Einfluss auf die 
Dilatation hat. Wenn die Fläche unausdebnhar ist, so muss sich 
die Function O identisch auf Null rediicieren, d. h, es mnss ^«^ = 0, 
fo = 0, j), -1- M„ = sein, folsUch auch 0^0. 



§ 200. 

Die Formel (3) bietet uns Gelegenheit, eine wichtige Eigenschaft 
der Elaasoide in Evidenz zu setzen. Eine geschlossene ebene Linie 
bestimmt auf jeder behebigen Fläche ein Gebiet, das sicher grösser ist 
als dasjenige, welches sie in der Ebene begrenzt, die sie entbält. Wenn 
die Linie aber gewunden ist, so tritt eine andere Fläche an die Stelle 
der Ebene, um innerhalb der gegebenen Begrenzung ein kleinstes Ge- 
biet zu liefern. Eine derartige Fläche heisst eine Minimalfläche. De- 
formiert man sie unendlich wenig derart, dass sie nicht aufhört die 
gegebene Curve zu enthalten, so ist die erste Variation des von der 
genannten Curve begrenzten Gebietes notwendig null, man hat also 
JJ'®äSids^=^0 . Inzwischen ist a priori klar, dass die tangentialen 
Verrückungen keine Variation des von der festen Begrenzung um- 
schlossenen Gebietes hervorbringen können, und wir können übrigens 
immer annehmen, dass der Übergang von der einen Fläche zur andern 
durch beliebige Normalversehiebungen w geschieht. Alsdann wird nach 
(3) die obige Bedingung ffJSw ds^ 43^= 0. Soll dieselbe für beliebige 
u> erfüllt sein so muss in jedem Punkte 11= sein. Also ist Jede 
Miniraaltlache ein Blassoid. Da aber die oben genannte Bedingung 
nicht da7u hinieicht, dass das Gebiet ein Minimum wird, so ist klar, 
d&tf au'i nah ms weise ein Ela«soid kein kleinstes Gebiet liefern kann. TJm 
bessei einzusehen, wie es kommt, dass die tangentialen Verrückungen 
keinen Lmflus"^ auf die eiste Variation des Gebietes haben, bemerken 
wir, diss 
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;, wo das letzte Integral Über die ganze Begrenzung erstreckt sein 
1!. Da nun auf der Begrenzung u und v' verschwinden, so ist 



§ 201. 

Die Rielitungseosinua' der Tangente der Bahncurve von M' haben 
offenbar die Werte (1), dividiert durch 1 + S oder (abgesehen von 
unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung) multipliciert mit 1 — ^. 
Diese Multiplication führt zu den Resultaten 

cos w — ip sm (0 , sin m -\- ip cos to , tv^ coa <o + *^s >*"i ^ > 
wenn man 

ip == '(,-| cos^ (o — (i[j — v^) cos 0) sin ra — li^ ain^ to 

setzt. Da die ersten beiden mit cos (to -f- 95) und sin (m + y) gleich- 
wertig sind, so sieht man klar, dass 9 der Winkel ist, um den sieh 
die betrachtete Gerade in der Tangentialebene dreht. Im besondern 
drehen sich die Äsen um v^ und ~ u^ , mithin stellt v^-\- ii^, der Co- 
efficient des mittleren Gliedes in der Form $, die Änderung des Winkels 
zwischen den tangentialen Axen dar. Da nun im allgemeinen nur 
in einer Weise auf kanonische Gestalt reducierbar ist, so kann man be 
haupten, dasa ein einziges orthogonales Tangentenpaar bei der 
Deformation orthogonal bleibt. Dasselbe dreht sich starr in der 
Tangentialebene um einen Winkel «^ = ~ % = -^('"1' — **2) ■ ^^ femer 
Dj — «a ßi^^ orthogonale Invariante der Form gi ist, so. sieht man, dass 
bei beliebiger Orientierung der tangentialen Axen die geodätische 
Drehung des Flächenteilchens immer durch die Hälfte Ton 0-^»^^% 
ausgedrückt wird. Ein beliebiges orthogonales Tangentenpaar 
wird also, nachdem es an der gemeinsamen durch ^(""1 — ^) S®" 
messenen Drehung teilgenommen hat, im allgemeinen schief 
■wegen einer Ablenkung -ö-(^i"^^)' ^^^ ^^^^ '^^^ beiden Tan- 
genten inbezug auf die andere erfährt. Der Ausdruck von O 
ergiebt sich aus den Formeln (2) unter der sehr einfachen Form 



I den Normal verrückungen unabhängig ist. 
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§ 202, 
Bevor wir weitergehen, müssen wir bemerken, dass die sechs 
Functionen %, u^, v^, v^, w^, w^ nicht willkürlich, sind. Durch An- 
wendung der bekannten Integrabilitätsbedingung 

auf die Ableitungen der Verrückungen, die durch (2) gegeben sind, 
findet man die Relationen 



33, 



- 1^ = ^^ [u^ — v.^) — % (Vi + u;) + t-w^ + m^w^ , 



Nun bemerke man, dass sieh aus den beiden ersten Gleichungen die 
Werte von -w^ und w^ in der Form 

(5) w^ = ijwi^ — FS , iv^ = vm^ — ÜZ 

ergeben wenn man 



(6) 






setzt, d. h. nach (2) und nach den Formein von Codazzi 

Setzt man dann die Werte (5) in die dritte Gleichung (4) ein, so erkennt 
man, dass nicht bloss w^ und w^ von den andern vier Functiooen ab- 
hängen, sondern dass zwischen diesen noch die Differentialgleichung 

+ »7,11, — OT,i>, + E («, — «,) — 



§ 203. 
Im Falte der unausdehnbaren Flächen, wo 

«1 = Dj = , V-^= — Mg = Qu , %■ ^ v^ — «3 == 2^ 
ist, liefern die Formeln (6) 

Alsdann wird die Gleichung (7) Bqo ^ 0, wenn man 
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setzt. Es genügen also die Winkel rp und %■ einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, die man als die charakteristische Gleichung 7u 
bezeichnen pflegt. Es ist klar, dasa uuagekehrt jedei Losung ip der 
charakteristischen Gleichung eine mögliche Deformation ent&piicht Denn 
wenn (7) erfüllt ist, so sind auch die Integrabihtät->h6dmgungen l'-i) 
erfüllt, mithin existieren die durch die Gleichungpn (2) de£nieiten 
Functionen m, v, w. Sind im hesondem «, ß, y die Cosinus', welche 
eine unveränderliehe Richtung definieren, so verificiert man leicht, dass 
die charakteristische Gleichung TOn der Function -y erfüllt wird, und 
andererseits lässi sich constatieren, dass dieser Function keine eigent- 
liche Deformation, sondern nur eine Änderung der L^e der ganzen 
Fläche im Räume entspricht. In der That kann man jede starre in- 
finitesimale Bewegung der Fläche als Resultat einer Rotation s um eine 
gewisse Gerade («, ß, y, %, ij, 5) und einer Translation s' parallel zu 
dieser Geraden beti-achten, so dass die Verrückungen die Form 

M=f| + g'K, V = £lJ + £'/5, W==fg-|-£'j' 

annehmen; dann liefern die Formeln (2) 

M|^J!ä = 0, P^== )/g^g)^£7, w^ ^ — £^, w^= £V.. 

Es wird also bei der Untersuchung einer Deformation im eigentlichen 
Sinne immer erlaubt sein, in w, «, «y Glieder, welche die zuletzt an- 
gegebene Form haben, zu Temachlässigen. 

§ 204. 
Wir wählen als neue Axen in der Ebene, welche in M' die de- 
formierte Fläche berührt, die den Werten — v^ und ypr-f-Wg Yon 
ro entsprechenden Geraden. Alsdann sind inbezug auf die alten Axen 
die Richtuugscosinns' der neuen auf Grund der Formeln (1) die fol- 
genden : 



für die a:'-Ase 
„ „ 1/ '-Äxe 
,, „ .s'-Äxe 



1 , 



Zwischen den alten und neuen Coordinaten bestehen also die Relationen: 
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Ferner drücken sicli die Differentialquotienten inbezog auf die Bogen 
ds', die M' durchlaufen kann, durch die alten mit Hilfe der Formel 



^ (1 — 0) (cos o ^ 1- sin c 



aus. Setzt man in derselben für a Buceessiv — v^ und -5- + % , so 
gewinnt man die Werte der Differentialquotienten inbezug auf die 
neuen Axen: 



t also 



(i-«.)(s^-"4)' ('—)te-4)- 



((J) J-^1 ( A _|_ . Ä.\ J_^l (u ^ -i-v — "l 



Dies vorausgeschickt steUen wir uns die Aufgabe, die Variationen 
zu berechnen, welche die verschiedenen Krümmungen infolge der De- 
formation erleiden. Die erste Unbewegliehkeitabedingung für den Punkt 
(x', y', /) inbezug auf die deformierte Fläche ist 

||C - (W, + _DS?,) «• - a + Dg,) ,- - 1 , 

wenn wir das Zeichen 2* benutzen, um die durch die DefoiTuation her- 
vorgerufenen Variationen anzudeuten, und D anstatt 3> sehreiben, wenn 
bei dem Übergänge von der einen zur andern Fläche sich die Coordi- 
natenlinien verschieben. Inzwischen erhält man bei Anwendung von 
(9) auf (8) 

äv = 3.7 (^ ~ "^ + *'^^) ~ r^ g^T + ^^ rj ' 

indem man neue und alte Goordinaten einfach als gleich behandelt, 
wenn sie mit unendlich kleinen Grössen raultipliciert sind. Ebenso ist 
die rechte Seite der betrachteten Formel gleichwertig mit 

||- - sr, (« + «,,1 + »,,) + g, (« - »,«) + sflsj, - jBg, . 

Unter Beachtung der Formeln (2) sieht man also, dass sDcT, — y^§Y 
identisch gleich 

r -H §,^sS + dZ, (w,x -i- tv.y) — u, (l- + l) — «, ^?- 

sein muss. Entwickelt mtin und berücksichtigt die auf die ursprüngliche 
Fläche bezüglichen Unbeweglichkeitsbe dingungen, so erhält man durch 
Identification die Werte von DSZ^ und D^^. Durch ein analoges Ver- 
fahren berechnet man DSt^ und D§g, indem man von der ; 
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(10) 



ünbewegliciiköitsbe dingung des /.weiten Tripels auagelit. Man gelangt 
so zn den folgenden Resultaten: 

Man bemerke, dass auf örund voa (4) die recbtsatehenden Formeln sich 
auch in folgender Weise schreiben lassen: 

-^a- («i + «')»' - (äiT + &)•%- ®a . 

Was die geodätische Torsion anbelangt, so genügt es, in analoger Weise 
mit der zweiten Unbeweglichkeitsbe dingung des ersten Tripels oder 
mit der ersten des zweiten Tripels zu yerfahren, um zu erhalten 

ÖS = — ||i — Em, 4- m.'o, + §,w, , 
und 

DE = — ^ — Ewj, + 37, «3 + §^tv^ . 

Diese beiden Ausdrucke sind miteinander gleichwertig auf Grund dei' 
dritten Formel (4). 

§ 206. 

Jetzt sind wir imstande die Variationen zu berechnen, welche die 
Deformation in der mittleren Krümmung und in der totalen 
Krümmung hervorruft. Die Formeln (10) links liefern sofort: 

(11) S>H-(^ + §,)«,, + (^ + §,)w,-3t,u,~Srt,v,~ir(v,+u,), 

oder nach Einsetzen der Werte (2) 

9)H^ m||+ ^|J+ (a?,^+ ST/ + 2S:^)w + ^hv. 

Wendet man auf K ^ ffl^BZ^ — tL^ dieselben Formeln (10) und die 
zuletzt erhaltenen Formeln an, so gelangt man leicht zu dem Resultat 

welchem mau verschiedene Formen geben kann. Wenn man z. E. darin 
die Werte (5) einsetzt und sieh die Formeln von Codazzi vergegen- 
wärtigt, so erhält man 
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(12) ^K^ — K®-\-[~-ir$,)KU+(^ +§,'jKV 

und sieht sofort (§ 203), dass unter der Annahme der Unausdehnbarkeit 
^K=0 ist, dass also (vgl. § 170) die Krümmung einer unaus- 
dehnbaren Fläche in jedem Punkte ungeändert bleibt, wenn 
man die Fläche verbiegt. Setzt man dagegen in (11) für tv^ und 
Wg die durch die Formeln (2) gegebenen Werte ein, so findet man die 
Formel 

aus welcher sich z. B, folgendes ergiebt: Wem man eine Fläche con- 
stanter Krümmung derart deformieren will, dass die Krümmung un- 
geändert bleibt, so ist jedem Punkte eine infinitesimale Normalver- 
aehiebung zu erteilen, die der charakteristischen Gleichung genügt. 



§ 207. 

Es ist natürlich, dass unter den unendlich vielen möglichen De- 
foimationen die Aufmerksamkeit sich besonders auf diejenigen richtet, 
bei welchen sich der zur Form O gehörige Kegelschnitt auf einen 
Kreis reduciert. Dann ist das gleiche für ^ der Fall, und mau hat 
unabhängig von oj 

M^ = ,,,= $= l.@, v,^-li, = <p=l&. 

Die Formeln (6) liefern 

und (12) i'edueiert sich auf die besonders einfache I'orm 

(13) 3>K^~(K-}- l^')®, 

die imabhängig von der Rotation ist. Zwischen Dilatation und llotation 
besteht ferner die Differentialrelation (7), die hier die bemerkenswerte 
Form 

(14) d@ + B* = 
annimmt, wenn man zur Abkürzung 

setzt. Im Falle der unausdehnbaren Flächen redueiert sich (14), wie 
wir in § 203 gesehen haben, auf die charakteristische Gleichung. Aber 
dieselbe besteht auch ohne dies für diejenigen Werte von ®, welche der 
Gleichung d =^ genügen, und ist im beaondern erfüllt, wenn © einen 
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constanten Wert tat, der alsdann nach (13) die auf die Einheit redu- 
cierte Abnahme der totalen KrümmuDg misst. Wie übrigens auch die 
Function @, welche der Gleichung d := genügt, beschaffen sein mag, 
immer entspricht ihr eine mögliche Deformation, die durch das Fehlen 
der geodätischen Drehung charakterisiert, d. h. von der Art ist, dass 
man & = hat und infolgedessen 






^^■ip = ® -{. Rw , u. s. 



Indem wir zu dem allgemeinen Falle zurückkehren, stellen wir 
uns die Aufgabe, die Veränderungen zu bestimmen, welche die Defor- 
mation in den Krümmungen der verschiedenen Linien hervorbringt. 
Wenn sich M in einer Richtung verschiebt, die in der Tangentialebene 
von (M) durch den Winkel o definiert ist, so durchläuft M' eine um 
co' = to-{- q> gegen die a:'-Ax6 geneigte Curve, wie wenn vermöge der De- 
formation Dm^ip wäre. Erinnert man sich also daran, daaa (§§ 155, 163) 



St^^^Z^cos^ a)~2< 


I OOB r» sin o + £IJ, sin" 


■», 


Oa^la _ 


= — 3S. 


ist, so erhält man 










S)Sr„=coB^w.Ilc'?, 


— 2cosmsinQ,.Bit + 


sin'o 


.Bm 


',— 29)E„ 


und im besondern 










*®^'-|?-^'A~^"'+®>«'»' ^^''-W, 


•--IX, 


,',- 


t«, + §,w. 


Ebenso leitet man aus 


den Formeln 








E._Ecos2a, + i 


(K,— Srj)sin2i», 




«.- 


-"'. + ? 


ab 










2E.= cos2o.DE + 


i8in2«,.(BOT,-B£>? 


,) + (f!.- 


■ ®L+i^] fP ■ 


Im besondern ist die in 


der geodätisclien Torsic 


m der 


g^-Linien heryor- 



gegeben, und es ist leicht, zu verificieren, dass, wenn die Verrückungen 
die am Ende des § 203 angegebene Form besitzen, sowohl SS als 
auch ^SZ null sind. Umgekehrt ergiebt sich, wenn die Fläche unaus- 
dehnbar ist, die genannte Fonn unter den Annahmen 3>a>T^=^0, 9)St^=^0, 
$>tL = Q Aus ihnen und den Formeln (4) leitet man in der That ab 

CaB£.ro,iiatUrl, Gsoraetrie, IT 
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C^) RT - ~ §>'"• + ^f ' l't~~ ^'^f + §■'"' ' 

I 1^ — — Ew, — OT,ic., IJ' — Em, +£l?,ie, . 

Dann ist 

j|-(«,,.+ <+ v>) = , j|(»,>+ »,'+ 9') ■= 0. 

Also hat Wä^+ ^1^+ 9*^ einen constanten Wert £^. Setzt man jetzt 
w^^ ea, iv^ = ^£/3, 9 = ey, so sind die Eelatiouen (15) gerade die- 
jenigen, welche die Unverändevliclikeit der Richtung («, ß, y) aus- 
drücken. 

g 209. 
Um schliesslich zu ermitteln, um wieviel sieh dio geodätische 
Krümmung einer beliehigen Linie ändert, bemerken wir, daaa die Formel 

§„ -\- i^ = §^ aos o — §s sin 0) 
auf der FKche {M') 
g. + 3g,+ (l-0)|^(<a + fp) = 

(^1 + -D^i) cos (cj + 9.) - (S, + f>§,) sin (o + <p) 
wird. Es folgt daraus 



»S 



.«|f+[7)ä-(j5^+§,)y]o««, -[!>§,+ (j^^^.+a)^]™». 



ie wir der Kürze wegen übergehen, 
;eder die auf die Richtung la -|- y 
Indes kenntlich macht, zu der 



Nach einer leichten Rechnung, die 
gelangt man dann, wenn man wie 
bezügliche Differentiation durch 1 
Formel 

Die rechte Seite reduciert sich offenbar auf Null, wenn die F^che 
unausdehnbar ist, und man findet so das übrigens evidente Resultat 
wieder, dass die geodätische Krümmung der auf einer biegsamen und 
un aus dehnbaren Flache gezogenen Linien unveränderlich ist. 
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Vierzehntes Kapitel. 
Die Coiigruenzen. 

§ 210. 
Die natürliche Geometrie der Geradonsysterae l'ässt sict auf Be^ 
trachtungen gründen, die denjenigen analog sind, welche es uns in 
den Torigen Kapiteln ermöglicht haben, die Inflnitesimalgeometrie der 
Panktmannigialtiglieiten in Angriff zu nehmen. In einer Congnienz, 
d. h. in einer doppelt unendlichen Schar von Geraden, betrachte man 
zwei von diesen Geraden, g und g', die unendlich benachhart sind. 
Man wähle g als ^-Ase, und die cc-Axe möge auch g' senkrecht treffen, 
de und pde seien der Winkel und der Abstand der betrachteten Geraden, 
so dass p (vgl. §§ 123, c; 124) den Verteilungsparameter der Tan- 
gentialebenen des E-egelfläehenelementa gg' darstellt. Wenn die Äsen 
in die durch ein anderes Fläch enelement g'g" bestimmte Lage über- 
gehen, so sind die Variationen äx, dy, Sz, welche die Coordinaten 
X, y, s eines Punktes inbezug auf die Anfangslage erfahren haben, gleich 
den etwa eintretenden Variationen äx, dy, dß inbezug auf die beweg- 
lichen Äsen, vermehrt um die Vai'iationen, welche ausschhesstich von der 
Bewegung des Coordinatentrieders herrühren, d. h. von der Translation 
(^dß, 0, hd<j) und der Rotation (de, 0, hds). Man hat also die Formeln 

^ = g^ — /cy -hiJj öa 57 + '^* "~ ^ ' gß = ev + ^ + ^*' 

die auch dann richtig bleiben, wenn x, y, s Richtungscosinus' bedeuten, 
vorausgesetzt, dass man alsdann j} und Ä vernachlässigt, die für die 
Translation charakteristisch sind. Wenn sich die j/-Ebene um g dreht, 
so bewegt sich der Anfangspunkt (Ceniralp unkt) längs der Erzeugenden. 
Denken wir uns denselben nach einem unveränderlichen Punkte von g 
in der Entfernung q vom Centralpunkt verlogt, so werden die obigen 
Formeln 
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wo zur Abkürzung 

(2) •■ = '-g 



gesetzt woi'den iat. Dies vorausgeschickt versehen wir die auf eine 
gegebene (im übrigen willkürliche) Lage der »/-Ebene bezüglichen 
Grössen mit dem Index 1, während diejenigen ohne Indes sich auf die 
Lage beziehen sollen, welche die genannte Ebene nach einer Rotation 
nm m einnimmt, so dass 

a; = ar^ cos (ij -f- J/i ^i^ " ! !/ "^ — x^ sin e -]- ?/j cos w , s = s^ 

ist. Wenn man dagegen alles, was sich auf die Lage w ^ -g- bezieht, 
mit dem Index 2 versieht, so erkennt man, dass 3:^ = yi_, %= - — s:^, 
^g==^j ist. Mithin werden die Formeln (!) für eiue Lage der ;(/- Ebene, 
die zur urspiünglichen senkrecht ist, 



-k'S + S-q, '^-pL + k'x+p', 



-T=77—i — x-{'r . 



Wenn man also die i/-Ebene in der Anfangslage (cj ^ 0) fixiert, so 
ergeben sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Unbeweghchkeit des Punktes (s!, y, z) aus (1) unii (1') in der fol- 
genden Form: 

Die Bedingungen für die Unverilnderlichkeit der Richtung («, ß, y) 
sind { 



Daraus ergiebt sich, wenn man gleichzeitig die Formeln (3) benutzt, 
dass die Bedi 



(5) 
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mit (4) notwendig und hinreiciend sind für die Unbeweg- 
liehkeit der Gferaden (or, ß, y, g, i;, ^). Es sind dies die Fundaraental- 
formeln für die natürliche Analysis der Congruenzen. 



§ 211. Formeln von Hamilton. 
Die einem beliebigen Winkele) entsprechenden Djfferentialquotienten 
^ setzen sieh aehr einfach aus den Differentialquotienten J'— , w~ 
zusammen. Um die Coeffieienten L , la in d' 



= Ai ^ + Jta 



zu bestimmen, braucht man in der That nur zu bemerken, dass die 
RichtungBcosinus' von g', welche offenbar gleich sin oj,(f ff, — cosa.dß, 1 
sind, sich andererseits unter Benutzung der Formeln (4) gleich ^^t?!?, 
— l^de, 1 ergeben, so dass ^^ = eosöj, A3 = siDra ist. Also ist 

(0) 5- = cos (3 s 1- sin (0 7^ ■ 

Dies voraus geschickt findet man leicht, indem man sich der Formeln 
(3), angewandt auf den Anfangspunkt 0, bedient, dass die Coordinaten 
der Projection von 0' auf die (x, j/)-Ebene, wenn g in die durch den 
Winkel 0» definierte Lage q' übergeht, 

(p^ cos m — qg sin o) (?ö , (^^ cos <o -\- p.^ sin o) dß 

sind. Andererseits liefern, wenn man die {x,s)- und die {»/js) -Ebene 
um 9 die Drehung m hat ausführen lassen, die Formeln (1) direct die 
Werte fde und g^äa für die Coordinaten jenes Punktes, bezogen auf 
die neuen Axen. Also ist 

P = {Pi ^'OS ü — q^ sin ra) cos <a + (q^ cos to -\- p^ sin o) sin a , 
g ^= (g, cos to + ^»3 sin o) eos 1» — (j)j cos w — q^ sin ra) sin o? , 
oder 

(7) P=^Pi cos^ e) -j- (^j — $3) cos oj sin ö + p^ sin^ ta , 

(8) (Z = 2i cos^ (0 — (Pi — Ps) cos ra sin ra -f- q^ ^^^ '^ ■ 

In diesen beiden E,e]ationen (den Formeln von Hamilton) sind die 
grundlegenden Eigenschaften der Congruenzen zusammengefasst. Durch 
sie gelangt man, wenn man ra eliminiert, zur Kenntnis der äusserst 
einfachen Beziehung, die zwischen p und q besteht: 

(9) (j,_y,)(p_a) + (5_5,)(,_5,)_0. 
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§ 212. 
Addiert man — zu ra, so findet man für p und g Werte p' und 
5' von der Beschaffenheit, dass 

P + P' = Pi-i- Pi 7 2 + 5' = (^i 4- ffa 
ist. Die erste Gleichung führt (vgl. § 168) zu dem Begriff des mitt- 
leren Verteilungsparameters Po = -» (ih ~\~ P2) ^^"^ Congraenz in 
der Umgebung von g; die zweite zeigt, dass es auf g in der Entfernung 
3^= -^(2i "l" Jg) vom Anfangspunkt 'einen Punkt (den Mittelpunkt) 
giebt, inbezug auf welchen die zu zwei beliebigen orthogonalen Ebenen 
gehörigen Oentralpunkte symmetrisch liegen. Aus denselben Formeln 
(7) und (8) lässi sich auch ableiten, dass 

;* — f'= Ol — i's) cos 2o) + (g,— Sa) sin 2«, 
q~-q'= (q^~ q^) cos 2« — (Pi—Pa) si" 2m 
ist, und man sieht daher, wenn man 

Pi. — J'a ^^ 2 ? cos 2 i»D , q^ — g^ = 2 ? sin 2 (o„ 
setzt, dass allgemeiner 

(10) p—p'=2l eos2 (too — ra) , q — q'^ 21 sin 2 ((o„ — m) 
ist. Eine weitere Invariante ist also 

4P= (^5 —p'y^(q — g-)s= (^p^^p^y^ (g^— g^y. 
Wir können jedoch an ihre Stelle 

setzen, da «^l'o^+ffo^ — l^ ist. Die drei erwähnten orthogonalen 
Invarianten setzen sich ferner au den Discriminanten x —pg^ und x — g^^ 
der Formen (7) und (8) zusammen. 



§ 213. 
Die Discussion der Formeln (10) führt dazu, unter den nnondlieh 
vielen Paaren orthogonaler Ebenen, die durch q hindurchgehen, die- 
jenigen auszuzeichnen, welche den Werten ra,, und tOg -|" x ^*^^ '^ ^^^ 
sprechen. Bei dem ersten fallen die Centralpunkte in dem Mittelpunkt 
zusammen, und die Verteilungsparameter erreichen die extremen Werte 
p^± l. Bei dem zweiten, das aus den Hauptebenen besteht, hat man 
p = p', und die Centralpunkte fallen in die Grenzpunkte, d. h. sie 
liegen an den Enden der Strecke von der Länge 21, welche alle Central- 
punkte enthält. Wenn man das Gebilde z. B. auf das erste Paar bezieht, 
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g 2!2. g 213. § 214. SaU von Sturm, 203 

SO giebt die Formel (7) p ^=^ Po-\-l cos 2a, und man hat in den beiden 
durch cos 2o) = — -- definierten Richtungen, die reell oder imaginär 
sind, ^ = 0, d, h, g' trifft g. Die Ebenen, welche anf diesen E,ichtuugen 
senkrecht stehen, sind die Focalebenen und die bezüglichen Central- 
punkte (Brennpunkte), die auch hier symmetrisch inbezug auf den 
Mittelpunkt liegen, sind von diesem nm yV' — ^^^ entfernt. Diese Ver- 
hältnisse treten noch klarer hervor durch geometrische Interpretation 
der Relation (9), die man als 'die Gleichung eines Kreises mit dem 
Radius l, dem Centrum (Pailö) ^^^ ^^^ Potenz x inbezug auf den 
Anfangspunkt betrachten kann. Es ist ferner klar, dass jede Focalebene 
für eine gegebene Gerade g, ausser g eine der beiden unendlich benach- 
barten Geraden g' enthält, welche g treffen. Die Focalebenen sind also 
die Tangentialebenen der beiden Reihen von Developpablen, welche in 
der Congruenz enthalten sind. Die obigen Eigenschaften haben wir 
für jJq ^ bereits angetroffen bei den aus den Normalen einer beliebigen 
Fläche bestehenden Congruenzen, und wir werden weiter unten sehen, 
dass nur bei diesen Congruenzen, welche man normale Congruenzen 
nennt, der Fall eintreten kann, dass der mittlere Verteilungsparameter 
verschwindet. Bei ihnen fallen die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
und die Grenzfläche, der Ort aUer Grenzpunkte, wird die Evolute 
der betrachteten Fläche. 

§ 214. Satz von Sturm. 
Bei jeder Congruenz hat der Inbegriff der Geraden g', welche zu 
g unendlich benachbart sind, die bemerkenswerte, von Sturm angegebene 
Eigenschaft, dass man ihn immer als einer linearen Congruenz an- 
gehörig betrachten kann. In der That nimmt beim Übergänge von 
g in die Lage g' die genannte Gerade, wie in § 211 gesagt wurde, 
die unendlich kleinen Riehtungseosinus' « = ain ra.rfe, ß = - — cosra.i^ff 
an. Für die andern unendlich kleinen Goordinaten von g' ergeben sich 
mit Hilfe der Formeln (5) die Ausdrücke 

I = ($^ cos 03 -j- P2 sin co)dG, tj = {— Pi cos o -j- 5a sin 03)da . 
Also gehört, welches auch der Wert von m sein mag, g' der durch 
die Gleichungen 

l = — 5ij5+ftK, n=ihß-\-^sc 
definierten linearen Congi'uenz an und trifft daher (§ 123, d) zwei 
bestimmte gerade Linien. Um diese Geraden zu finden, wähle man 
als {x, s)-Ebene eine Focalebene, so dass P2 = ist. Alsdann wird die 
erste Gleichung | = — q^ß und drückt aus, dasa g' die Gerade 
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(1, 0, 0, 0, g^, 0) trifft. Also treffen alle Geraden g' zwei Senkrechte 
zu. g, die dnrch die Brennpunkte gehen nnd in den Focitlebenen liegen. 
Wenn im besondern die Congrnenz normal ist, so sieht man, daes die 
Normalen einer Fläche in den zu M unendlich benachbarten 
Punkten sich sämtlich auf die Axen der osculierenden Kreise 
der beiden durch M hindurchgehenden Hauptnormalschnitte 
stutzen. 

§ 21Ö. Formeln von Codazzi. 
Wir kehren jetzt zu den Formeln (3) zurück, um auf sie die 
Infcegrabilitätsbedingung anzuwenden, welche immer die Form 

hat, vorausgesetzt, daas man die X geeignet bestimmt. Für die Existenz 
von ist es notwendig und hinreichend, dass man hat 

(12) (A.-i,)^+ft + 7%)»-0,+ft) = (j| + i,)r,-(j|- + J,)r,, 

welches auch die Werte von x und y sein mögen. Also ist ?.j^^=Jc^, 
>lj= ^Ä\, und die Bedingnng (11) wird 

(13) e^~8^ = ^'g!; + ^'^8^' 
während sieh die Belation (12) auf 

<"> |^-|^-(!>. + ft)-V, + *,>■. 

reduciert. Ebenso erhält man, wenn man die Bedingung (13) auf die 

Functionen x und «/ anwendet, auf der Erzeugenden 

<1) l| + ff + 'i - ^. (ft - A) + *. («. - ä.) , 

(2) ||-|f + >-2-'%(s,-«.)-*.(l>.-A), 

und man überzeugt sich leicht mit Hilfe der Gleichung (2), dass diese 
Formeln nicht an die Wahl des Anfangspunktes gebunden sind. Be- 
traehtefc man ferner die Ooefficienten von x bezw. von y in der Be- 
dingung (13), angewandt auf y oder auf x, so findot man 
(8) ||_34_i + {i= + i,.. 

Die letzten vier Relationen sind sozusagen die Formeln von Codazzi 
in der Theorie der Congi'uenzen und müssen sich factiach auf die drei 
bekannten Formeln (§ 154) von Codazzi reducieren, wenn die Congruenz 
von den Normalen einer Fläche gebildet wird. Wenn man übrigens 
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die Sphärische Abbildung dei (jongruonz TOimmmt, d h (| Ifiü) 
an einer Kugel vom Radiua 1 die Radien betrachtet, welche den Geiaden 
der Congruenz parallel sind, so ibt leicht zu sehen, ]ndem mau entwedei 
die Integrabilitätsbe dingung schreibt und nie nait (13) ^orglticht odei 
die Formeln (3) in die Unbeweglichkeitabedmgmigen mbezug auf die 
Kugelfläche transformiert (unter Beaehtimg von ?2'j = 9r^==l, C = 0), 
dass §1^=?%, §2 = \ ist kind die l m dieser Weise mterpi etiert und 
bemerkt man überdies, dass 

_d 3__ _0 d_ 

ds, ~ da, ' ds, ~ e<7, 

ist, so sieht man sofort, dass (3) gerade die Gauss'sche Formel inbezug 
auf die Kugel ist, während die boidcn andern Formeln von Codazzi 
identisch erfüllt sind. 

§ 216, 
Um der angekündigten Reduction, die wir hier ausführen wollen, 
eine grössere Evidenz zu verleihen, werden wir jetzt die Differential- 
quotienten -^ durch andere ersetzen, die durch die Relationen 

bestimmt sind, und die /e durch andere Grössen, die in folgender Weise 
definiert sind: 

Die Transformation der Formein (1) und (2) bietet keine Schwierig- 
keit. Combinierfc man die transformierten Relationen in geeigneter 
Weise, so gelangt man zu den Formeln 

Ferner läast sich die Gleichung (3), wenn man (1) und (2) im Auge 
behält, leicht in 

H + fff + ä'+a'-ia'-.-to-i) 

transformieren. Setzt man nun 
und bemerkt, dass 
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ist, so nehmen die obigen Relationen die definitive Form an: 

(14) { S^ - |~ + « - »>) ä + (^. - i^.) 9, 
= (OT.OT, + e.EJ (Sjr, + iiK,r,) , 

U + H; + §,'+§,'- («.OT,+ s.E,)(ar,- g,f,- 1). 

Führt man ferner auch in den Formeln (3) die neue Bezeichnung ein, 
so werden diese 

und können dazu dienen, die geometrisclie Bedeutung der neuen Ver- 
änderlichen zu erklären. 

§ 217. 
Wie lassen sieh die nornmlen Congruenzen charakterisieren? Sollen 
die Geraden einer Congruenz sämtlich Normalen einer Fläche sein, so 
ist dazu notwendig und hinreichend, dass man (wenigstens) für einen 
Punkt der Erzeugenden (a; = 0, j/ = 0) ds ^0 hat, also, wenn man 
sich au die Formel (6) erinnert, 

(fc" + *"i) '^°^ '^ + (1^ + ^^) ^i" '^ = "^ ' 
welches auch der Wert von a sein mag. Es ist also notwendig und 
hinreichend die Existenz einer Function z, welche als Differeutial- 
quotienten — r-^ und — r^ zulässt, wozu es auf Grund von (13) erfoi'- 
derlich ist und genügt, dass man 

hat, d. h. nach (0), dass der mittlere Verteilungsparameter null 
ist oder, was dasselbe ist, dass die Focalebenen senkrecht auein- 
ander sind oder auch^ daas die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
fallen. Dies gestattet uns S^ ^= — E^ = ^ ™ setzen, und dann 
werden die Formeln (15), wenn man überdies den Anfangspunkt auf 
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der Fläohe wählt, die bekannten Fundamentalformeln für die natürliche 
Anaiysis der Flächen, während die Formeln (14) sich schliesslich auf 
die Formeln von Codazzi reduciereii. 

§ 218. 
Wir machen zum Sohluss eine einzige Anwendung der Formeln 
(3), und zwar auf die Bestimmung der Flächen, welche von den Ebenen 
umhüllt werden, die auf den Geraden der Congruenz senkrecht stehen. 
Durch Differentiation der Gleichung ^ = erhält man sofort mit Hilfe 
der Formeln (3) die Coordinaten x = r^, y = — fj des Berührnnga- 
punktes der ^-Ebene mit ihrer Enveloppe. Darauf lassen dieselben 
Formeln, angewandt auf diesen Punkt, für jeden Wert von ra die 
Richtung einer Tangente erkennen, die in der ^-Ebone durch Eichtnngs- 
cosinua' a und ß, proportional zu 

Pi cos 03 — §3 sin (0 , Q^ cos oj + P^ sin w , 
definiert ist, wenn man zur Abkürzung setzt 

ft - j, + 'v; - ?'i ■ «. - 1, - '.■>'■. - H ■ 

Es ist ferner zu beachten, dass man auf Grund dei- Formel (0) 
P^ = — F^^^ P setzen kann. Dies vorausgeschickt sei 

ß = /l (P cos ra — »^s äi" '°) j ß =' i. (öl cos ca — P sin w) 
und infolgedessen 

Die Krümmung des durch den Winkel co bestimmten Normalschnittes 
ist -~ und drückt sich daher auf Grund der Formeln (3) in folgender 
Weise aus: 

@Z = l (ß COS w — a sm «) = ' g^ ^ --—^-^-^^J^ . 

Daraus ergiebt sich unter Anwendung der gewöhnlichen Bezeichnung 

Die totale Krümmung oder Qt-^ßit^ — S^ ist also der reciproke Wert 
von Öi§2 — -P^) ^"^^ ^^ Verhältnis der mittleren Krümmung zur 
totalen Krümmung ist die Hälfte von ft -f- Q^, d. b. von 



9?! = 



(16) 2g„- (g^ + A-,)r,- ( A _7,,)^^ 
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Bemerkenswert ist der Fall der isotropen Congruenzen, für welche 
p auf jeder Erzeugenden constant ist. Alsdann hat nach den Formeln 
von Hamilton aucli g einen constanten Wert in jedem Punkte von g, 
und die Formeln (1) nnd (2) liefern 

Es verwandelt sich daher, wenn man die Formel (13) im Äuge behalt, 
der Ausdruck (16) in die linke Seite der Gleichung 



[{k+'")i 



J-O, 



welche also die Enveloppen von der mittleren Krftmmung Null charak- 
terisiert. Trägt man andrerseits die obigen Werte von r, und r^ in 
(0) ein, 90 wird diese Gleichung 

Man erhält also unendlich viele Elaasoide, wenn man q proportional 
zn j) nimmt, und gelangt im besondern für g" = zu dem folgenden 
Satze von Eibaucour: Die mittlere Enveloppe einer isotropen 
Congruenz ist ein Elassoid. 
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Fünfzehntes Kapitel. 
Die dreidimensionalen RäDine. 

§ 219. 
Wir betrachten eine stetige Function der Puukte eines dreidimen- 
sionalen Raumes, d. h. eine Verilnderliche u, welche in jedem Punkte 
M einer dreifach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit eißen vorgeschrie- 
benen Wert annimmt und sich unendlich wenig ändert, wenn M in 
eine unendlich benachbarte Lage M' übergeht. Wenn wir u einen con- 
stanten Wert auferlegen, so bedeutet dies, dass aus der dreifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit von Punkten eine zweifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit, d. h. eine Fläche ausgesondert wird,- und wenn wir 
den genannten Wert ändern, so bedeutet dies den Übergang von einer 
Fläche zu einer andern. Es ist hiernach klar, dass in jeder reellen 
Function der Punkte eines Baumes die analytische Darstellung einer 
einfach unendlichen Schar von Flächen liegt. Das Verhältnis der Varia- 
tion, welche die Function erfährt, wenn der Punkt von M nach M' 
geht, zu MM' ist der Differentialquotient in der Richtung MM', 
und es ist leicht zu sehen (vgl. § 104), dass, wenn die Differeritial- 
quotienten in drei paarweise zueinander senkrechten Richtungen bekannt 
sind, der Differentialquotient, welcher sich auf die durch die Cosinus' 
a, ß, y definierte Richtung bezieht, sich durch die Operation 

5 -««;: + ''»7 + ''&.• 

ergiebt. Mau hat daher, wenn 

gesetzt wird, 

-y- = yAÜ . cos , 

wobei (i den Winkel bezeichnet, welchen die variable Richtung mit der 

festen, durch die Cosinus' 

{\\ ^_^ __^-_^ 1 g» 
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definierten Richtung bildet. Dies ist also immer diejenige ßichtungj 
längs welcher tt am schnellsten zu variieren strebt, und der 
Wert des Differentialquotienten in dieser Richtung ist gerade YJu . 
Setzt man dagegen Ö = -^, so sieht man, dass ^ngs der unendlich 
vielen durch den Punkt M gezogenen Senkrechten zur Richtung (1) 
u constant zu bleiben strebt. Es geht mit andern Worten durch 
jeden Punkt M eine Ebene, welche durch die Eigenschaft charakterisiert 
iat, dasa die Variation von u, wenn M sich in ihr äussert wenig ver- 
schiebt, gegenüber der Grösse der Verschiebung von M unendlich Idein 
von höherer Ordnung als der ersten ist. Wenn andrerseits M auf der 
Fläche, welche der durch die Function m definierten Schar angehört, 
eine beliebige Linie durchläuft, so bleibt diese Function constant und 
muss dies abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung auch 
dann bleiben, wenn M unendlich wenig längs der Tangente jener Linie 
fortrückt; denn unter Vernachlässigung von Grössen, die inbezug auf den 
durchlaufenen Bogen unendlich klein von höherer Ordnung siud, kann 
man die Linie mit ihrer Tangente identiflcieren. Also gehört die Tau- 
gente der Linie notwendig der vorhin gefundenen Ebene an, d. h. die 
Tangenten aller Linien auf der Fläche, die durch M hindurch- 
gehen, liegen in einer Ebene, vorausgesetzt, dass die Differential- 
quotienten (1) nicht sämtlich null sind. Nunmehr können wir hinzu- 
fügen, dass die Cosinus' (1) gerade diejenigen sind, welche die Richtung 
der Normale der Fläche im Punkte M definieren. 



g 220. 
Auf drei Flächenscharen, welche durch die Functionen g^, q^, q^ 
definiert sind, kann man ein System krummliniger Coordinaten gründen, 
entsprechend den Auseinanderaetzungen des § 109. Dabei geht durch 
jeden Punkt M des Raumes eine Fläche qi, der Ort derjenigen Punkte, 
in welchen qt den Wert, den es in M hat, bewahrt. Die Flächen 
2i! liy ity welche durch M hindurchgehen, schneiden sich längs dreier 
Linien (Coordinatenlinien); und man bezeichnet als 5,-Linie die- 
jenige, längs welcher nur der Parameter j; variiert. Wir werden immer 
annehmen, dass in jedem Punkte die Coordinatenflachen (und infolge- 
dessen die Coordinatenlinien) paarweise zu einander senkrecht sind, und 
werden als Axen die Tangenten Mx^^, Mx^, Mx^ dieser Linien wählen. 
Wir wollen jetzt, wenn x-y,s:^,x^ die Coordinaten eines festen Punktes 
des Raumes bedeuten, die TJnbeweglichkeitshedingungen inbezug auf 
das genannte Trieder hinschreiben, welches wir der Reihe nach als 
Fundamentaltrieder der di'ei Coordinatenflächen betrachten. Nehmen 
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wir zunäcbst siii, dass die Funetionen Q definiert seien, welche in dem 

Äusdruek für das Quadrat des Bogeneiements 

(2) äs' - Q.'dq,' + Q,\lq,' + Vdq,' 

Torkoinmen, und setzen wir 

Denken wir uns forner unter i, j, h eine gerade Anordnung der ladices 
1, 2, 3, und betrachten wir eine der drei Flachen, z. B. jj. Auf dieser 
sind die q^- und gg-Linien g,- und qj, und die in der Theorie der Flächen 
(§ 151) mit ^1 und g^ bezeichneten Krümmungen sind §,_, und §;,-. 
Bezeichnen wir jetzt noch mit QZn,, S>Tjt und Ei die Grössen cTj, SZ^ 
und E für die betrachtete Mäche, und schreiben wir die Bedingungen 
für die TJnbeweglichkeit (§ 154) des Punktes (x = cc!, y = Xj, s = a;i): 

dx. dx, 8cc,_ _ 

^ = §jiXj~!ltXi , ^=^ZikX,-§iiX^-l, gf==^t^i-^ji^}- 

Wenn wir nunmehr das erste Fonnelpaar für die Fläche qj und das 

zweite für die Fläche g^ schreiben, während wir das dritte ungeäudert 

lassen, so erhalten wir 

8x 

g-* = g.ij,3;; — SjXj = ^^Xj — ^ik^s , 

gj = m,,ixi ~ §,,x, - 1 = s:,tx, — §ijxj — 1 . 

Daraus ergiebt sich E; = S^j = — S^ für alle i, j, h, mithin 

(4) 5:^=0, Es = 0, £3 = 0. 
Ferner ist für jedes Paar von Werten i und j 

(5) S>Zu==—§ij. 

Die Gleichungen (4) sagen unmittelbar aus, dass in jedem dreifachen 
Orthogonalsysfcem jede Flache von den Flächen der beiden 
andern Scharen in den Krümmungslinien geschnitten wird. 
Dies ist ein wichtiges Theorem von Dupin. Was die Formeln (5) 
anbetrifft, so drücken sie eine evidente Thatsache aus, nämlich die 
Gleichheit, welche abgesehen vom Vorzeichen zwischen der Normal- 
krümmung der Linie g,-, als Linie auf der Fläche qj betrachtet, und 
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der geodätischen Krümnning derselben Linie auf der Fläclie 5^ besteht. 
Daraus folgt, dass die sechs Functionen g, welche allein in unsem 
weiteren Rechnungen vorkommen werden, mit veränderten Vorzeichen 
gerade die Hauptitrümmungen der drei Coordinatenflächen darstellen. 
Endlich nehmen die obigen Formeln die definitive Form an: 

(6) j |a §„!t,-%x,-l, |Si-&i,, |2'-=§„i,, 



0^_ 



-glä^l- 



Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die ITnbeweglichkeit des dnreh die Coordinaten x^,x^,X3 de- 
finierten Punktes. 



§ 221. 

Wendet man auf die Functionen x die auf die Fläche q,. bezugliche 
Integrabilitätsbedingung an, d. h, 

SO findet man sechs Differentialrelationen zwischen den §, die als die 
Formeln von Lame bekannt sind. Man kann diese Relationen auch 
ohne Rechnung erhalten, indem man die Formeln von Codazzi für die 
drei Coordinatenflächen schreibt. So wird z, B. die Gauss'sche Formel 



.£^ 



+ §1^ + §s^ = £' — S^icTa ; 



wenn man darin E = setzt und gj , ^^ , 3?, , S2^ bezüglich in 
§i}, §!', — §ii} —§ik verwandelt, 

und führt zu einem ersten Tripel von Relationen. Entsprechend gehen 
die FoiTneln 

über in 

5^ + ® . - äj s. - , ||* + (§„ ^ §«) §„ - . 

Diese reducieren sich aber auf ein einziges Tripel, da auf Grund von (3) 
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ist, d. h. 



8», ^ e,ei\"äi*s/ ■■■% *äi '^ ' 

3^ ~ «^Väj,8sj S; 8s^/ 






folglich 

(8) 



89„ 



+ (&. 






Die Lame'schen Foriueln sind also 

( If^+U' +&."+§..' +§..&."" 



„, +(§„--«§..-0 oä" 



Sft 



^ + (% - 



■a.)g., 



8ä 



ir + ai-&o& 



und stellen, wie man sieht, eine notwendige Beziehung zwisehen den 
Hauptkrümmnngen der Coordinatenflächen und ihren Variationen auf. 
Wir können sie auch als partielle Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung betrachten, welchen die Functionen Q genügen mässen. Denn 
sie lassen sich mit Hilfe der Formel (3) leicht in 







/■l 8e.\ r 8 /l «fei 1 1 86. 8«. 


= 




d 


W. 8,J + 83,W, 8jJ + e,'8«, 8s, 


— 


(9) 


8 


/l aSA , 8 /l 8eA , 1 8«, se, 
\«, 8s, .^ "•" 8«, W, 8j, ; 1" e." 8i, ■ 85, 


= 




8s, 8s, «, 8l, 8s, T^ ft 8s. 8S, ' 








8-e, 1 8«, 8«. , 1 8«, 8«, 
8Ss 83, ö, 8s, 89. ' $, 8s, 8s, 




traiisiorn 




8'ft 1 86, 86, , 1 86, 8«, 
8«, 8s, «, 8s, i% T 6, 8s, 8s, 




Ceairc 


».im 


fieomMriä, 


1 
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8 232. 
Während in der Eboiie ein für jeden Punkt definiertes Paar ortho- 
gonaler Eichtungen sich immer als dasjenige betrachten lässt, welches 
in diesem Punkte zu den Tangenten der beiden Linien eines zweifaehen 
Orthogonalsystems gehört, gilt im Räume keineswegs die analoge 
Eigenschaft für ein orthogonales Tripel, welches ebenfalls in 
jedem Punkte definiei-t ist. Diese bemerkenswerte Thatsache wird aus 
den beschränkenden Bedingungen hervorgehen, welche sich uns sogleich 
ergeben werden, wenn wir untersuchen, ob das Tripel, welches durch 
die Elemente der orthogonalen Determinante 



ßi ri 



n I 



= 1 



inbezug auf das variable Tripel der Tangenten der Linien eines drei- 
fachen Ortho gonalsyatems definiert ist, dasjenige sein kann, welches die 
Tangenten der Linien eines andern dreifachen Orthogonalsystems bilden. 
Wir beziehen den Eaum auf das neue System und drücken aus, dass 
die Bedingungen für die Unbeweglichkeifc des Punktes (x^^ x^, Xg) Yon 
den neuen Coordinaten 

X{ = «iiCj + ß^x^ + y^x^ 
erfüllt werden müssen. Dabei ist zu beachten, dass die Formeln 

für i = 1, 2, 3 diejenigen sind, welche die Differcntialqnotienten in- 
bezug auf die neuen Axen liefera. Sollen die Bedingungen (6) erfüllt 
sein, so ist zunächst notwendig, dass identisch 

(H) 5| -§,.,■ i/, ^.-&>; 

ist, also, wenn wir vorläufig nur die erste Gleichung in BetiacLt ziehen, 

(«i5|-+ft-£;+n^) (vt+ßi'k + i',^,) - ft<'(»ia:, + ß,!t, + nx,) ■ 

Diese GleichuDg spaltet sich in die drei folgenden 

<;&/ - ä? + ?.(«;&! " ßiS:,) ~ r, te§., - Ol?,,) 
(12) { Aa,--j|i + r,Wfc-K&)-'<,(«jfe-ftfe) 
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§ 222. § 223. 

Multipliciei't man dieselbeii mit kjj ßj, yj uini addiert sie, so 
giebt sich 

(13) a/--«,fe, + nä,-ftä.) 

wenn man 

da, dß. d7f ( gß- d^. o'i\ 

setzt «nd beachtet, dasa in der orthogonalen Determioante 



ßj yj 



= 1 



jedes Element gleich seinem algebraischen Complemente ist. Ent- 
sprechend leitet man ans den drei zu (12) analogen Relationen, in 
welche sich die zweite Gleicliung (11) spaltet, ab 

(") a/-«.fe,+»§.>-ft§,.) 

Es läsat sich ferner leicht verificieren, dass man, wenn die Gleichungen 
(11) erfüllt sind, identisch 



-§i/^I- 



-1 



hat, dass also alle Bedingungen (6) auch in dem neuen System erfüllt 
sind. Dies vorausgeschickt führt die EHmination der §' aus den Glei- 
chungen (12) oder aus den analogen Relationen in jedem Falle zu dem 
Tripel Yon Bedingungen 
(15) c'.,B,,+ ß,s,, + n3,, = (§,,-§,,)ß,y,+ (§,,-%)y,a,+ {%-§,,)a,ß,. 



§ 223. 

Diese Bedingungen rühren daher, dass man die neuen Äxen- 
tripel derart orientieren muss, dass das Theorem von Dupin 
auch in dem neuen System fortbesteht. Wendet man in der That 
die Fundamentalform ein auf die Richtung («;, ß„ y^ an, so findet man, 
dass sich die Gleichungen (12) auch in der Form 



Kit;,/ = ^ 



" ev 



m^-^^ 
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schreiben lassen, nod es ist Har, dass jede Belation, die man durch 
Eiimination von §ji aus diesen Gleichungen erhält, notwendig in (15) 
enthalten ist. Summiert man nun die genannten Gleiehuugeii, nachdem 
man sie bezüglich mit a,., ß/., f^ multiplieiert hat, so erhält man die 
Relation 



~n2 



= 0, 



die man also als eine neue Form der Gleichung (15) betrachten muss. 
Kuu drückt aber diese Relation, wenn man sie in der Form 
«,■ *«; 

schreibt, gerade aus (vgl. § 123, b), dass die Axe x^ eine Developpable 
erzeugt, wenn der Anfangspunkt läjigs der Axe xj fortzurücken strebt. 
Es ist also wahr, dass die Bedingung (15) soviel enthält, als för 
die Erhaltung des Dupin'schen Theorems notwendig und hin- 
reichend ist. 



Wir kehren zu den Formeln (15) zurück und wollen daraus eine 
einzige Relation abzuleiten suchen, welcher jedes Cosinustripel ftlr 
sich betrachtet genügen musa. Zunächst bemerken wir, dass man 



= Ä, 



der linheu Seite von (15) die Form 






'- + r, 






geben kann. Daraus folgt, wenn mau mit F^i^i ßi T) '^'^ i^uadra- 
tisebe Form 
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y n 'ji: 





+^5 


+ 


da,. 


TU, 




+ 
+ 





+ J(§n-%)ßr 



bezeichnet, dass die Tripel a;, ß^, y^ und «;, ft, jfj die beiden 
Lösungen des Systems 

-n(«, ^, y) = , c.«,+ ^^,+ j-y,= , «^+ ,3^+ yä= 1 
sind, d. h. dass die genannten Tripel die Bichtiingen derjenigen Er- 
zeugenden des quadratischen Kegels .F^ = definieren, welche in einer 
zu der Richtung (cj,, /3j, y^ senkrechten Ebene liegen. Man bemerke 
hier, dass die beiden Richtungen zueinander senkrecht ausfallen müssen, 
und dass daher die Form "F^ nicht beliebig ist. Sie muss sieh vielmehr 
{wie leicht zu sehen ist) für k = a^, ß ^ ß,^, y = y^ auf die Summe 
der Coefflcienten der quadratischen Terme reducieren, d. h. es muss sein 



2 






2(S,,-9,dhn, 



Aber diese Bedingung ist identisch erfüllt, wie man sofort durch die 
Bemerkung erkennt, dass, wenn ii die Function ist, welche die Schar 
der zu den Richtungen (k^,, |J(., y^) senkrechten Flächen definiert, 

du 



J"* ^ i/^fT 3s, 



ist. Bisher haben wir auf die dritte Bedingung (15) keine Rücksicht 
genommen. Man kann ihr eine der beiden Formen 

geben. Setzt man in eine dieser Eelationen die Werte von «;, /3;, y^ 
oder Kj, ßj, yj ein, welche das vorhin betrachtete System als Functionen 
der Cosinus' a^, ß^, y^ und ihrer ersten Ableitungen liefert, so gelangt 
man zu einer niehtidentischen Relation zwischen diesen Cosinus' und 
ihren ersten und zweiten Ableitungen, einer Relation, die offenbar auch 
von den andern beiden Co sinn stripein erfüllt werden muss. Setzt man 
femer für a^, /J^, y^ ihre letzthin angegebenen Ausdrücke durch u ein, so 
erhält man die Relation von Bonnet, d. h. eine partielle Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung, die notwendig und hinreichend 
ist, damit u e 



i Flächenschar definiert, welche i 



y Google 



278 PünfKchntes Kapitel, Die dreldimansionalcn. Käumc. 

fachen Ofthogoiialsyatem angehört. Während also jede beliebige 
einfach unendliche Schar ebener Cnrren mit ihren orthogonalen Tra- 
jectorien ein zweifaches Orthogonalsystem bildet, so ist es im drei- 
dimensionalen Haume nur ausnahmsweise i\er Fall, dass eine Flächen- 
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört. Dies kann man 
sich wieder mit Hilfe des Dupin'schen Theorems klar machen, da es bei 
einer gegebenen Flächenschar sehr unwahrscheinlich ist, dass sich die 
Krümmungalinien derart einander zuordnen lassen, dass sie zwei andere 
Scharen von Flächen bilden, die au den Flächen der gegebenen Schar 
orthogonal sind. Dagegen gehört jede beliebige Fläche einem drei- 
fachen Orthogonalsystem an. Denn es genügt z. B., zu ihr die unend- 
lich vielen Parallelfläehen (§ 172) hinzuzufügen und die andern beiden 
Scharen mit den Developpablen der gemeinsamen Normalen längs der 
Krümmungslinien zu bilden. Mit andern Worten: Jede Schar von 
Parallelflächen gehört einem dreifachen Orthogonalsystem 
an. Es ist auch leicht zu sehen, dass jede Ebenen- oder Kugel- 
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört, und zwar 
liegt dies gerade an der vollkommenen Willkür (§ 147), die man bei 
der Wahl der Krümmungslinien in der Ebene und auf der Kugel hat. 



Um den zweiten Differentialparameter zu berechnen, werden 
wir die Summe g; derjenigen § zu betrachten haben, deren zweiter 
Index gleich i ist, d, h. 

(16) §,-§u + §„-iiHQiQ,.- 



Beachtet man, dass sich aus dem System 



da. dS_ dy. 

«/aZ + A-ä^ + Kj^. 



Sk. Sß. dr. 



folgern las st 



so liefern die Formeln (13) und (14), wenn man sie summiert, 
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Dies vorausgeschickt erhält man durch Wiederholung der Operation (10) 

Mithin ist 

+ftn[(5i+§.)8t+(si+&)?a+--- 

und endlich 

Auf diese Weise tritt die Invarianteneigenschafi der Operation 

in Evidenz. Man kann derselben wegen (16) auch die Form 

geben, welche von Lame angegeben worden ist. 



§ 226. 
Die Relationen (9) lehren uns, dass der bisher betrachtete ßaum, 
in welchem wir vorhin die Curven und Flächen studiert haben, keines- 
wegs der allgemeinste dreidimensionale Baum ist, den man sich denken 
kann. Wir betrachten den Raum als eine dreifach unendliche Mannig- 
faltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen ist durch ein Tripel von 
Werten, die man den Parametern q^, q^, q^ erteilt, charakterisiei-t und 
mit den unendlich benachbarten Punkten durch die Bedingung verknüpft, 
dass er von ihnen eine Entfernung hat, die sich durch die Formel (2) 
für ein willkürlich gegebenes Tripel von Functionen Q ausdrückt. 
Die Relationen zwischen den Q, welche wir gefunden haben, sind also 
das offenbare Zeichen für eine Speeialisierung des Raumes, und diese 
ist gleich infolge der stillschweigend von uns eingeführten Voraus- 
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Setzung eingetreten, dass es erlaubt sei, in dem betrachteten Räume das 
cartesisclie Coordinatensystem einzuführen, und dass folglich drei Fune- 
tioneii aij, x^f cc^ Ton q^, q^, q^ existieren derwt, dass sich der Aus- 
druck (2) auf die Form 

(17) ds^= dx^^ + dx^^ + dx^^ 

reducieren ^sst. Es ist übrigens leicht, durch ein directes Verfahren 
die Lame'schen Formeln wiederzufinden als notwendig und hinreichend 
für die Möglichkeit einer solchen Reduction. Wir wollen uns hier 
daran erinnern, dasa wir bereits in der Ebene einer Relation zwischen 
den Krümmungen der Linien eines beliebigen zweifachen Orthogonal- 
sjatems begegnet sind (§ 112), einer Relation, die gerade die Möglichkeit 
ausdrückt, daa Quadrat des Bogenelements auf die Form dx^ -\- dx^ 
zu reducieren, während auf den Flächen keine notwendige Beziehung 
zwischen den Functionen Q besteht. Der von uns betrachtete Raum, 
den wir von jetzt an von den andern dadurch unterscheiden werden, 
dass wir ihn ata linear bezeichnen, spielt also unter allen mögliehen 
Räumen von drei Dimensionen die Rolle, welche der Ebene unter allen 
krummen Flächen zukommt, und wir werden aua diesem Grrunde die 
nicht linearen Räume als krumm bezeichnen, indem wir uns vorbe- 
halteu, den Begriff der Krümmung im folgenden zu präcisieren. 

§ 227. 
Wie wir bei der Untersuchung der Linien und der krummen 
Flächen den Raum, welcher sie enthält, auf ein cartesisches Coordinaten- 
system bezogen haben, so wird es hier nütKlieh aein, anzunehmen, dass 
die dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Punkten, die durch die 
Tripel (g^, q^, g^) definiert und nach dem Gesetz (2) angeordnet sind, 
einer vierfach ausgedehnten linearen Punktmaimigfaltigkeit angehört 
oder, wie man sich auszudrücken pflegt, in einem linearen Baume 
von vier Dimensionen liegt. Denken wir uns also eine vierfach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen sei durch 
ein Quadrupel von Werten, die man den Parametern Si, 3a, 9g, 24 
erteilt, charakterisiert und mit den unendlich benachbarten Punkten 
durch die Bedingung verknüpft, eine Entfernung ■\on ihnen zu haben, 
deren Quadrat die Form Q^^dql^ ~\~ ' ' ' ~\~ Qi^'^0^ lusdiückt welche 
als linear transformierbar in dxj^ -{-■■■ -\- d (^^ vorausgesetzt wird. 
Diese reduciert sieh auf die Form (17), wenn em r oonstant bleibt. 
Da nun jede hneare orthogonale Transformation, der man die j unter- 
wirft, die Form ungeänderfc lässt, so können wir allgemein behaupten, 
dass in einem linearen Raum von vier DimeuMonen ]ede lineare 
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Gleichung zwisclien cartesischen Coordinaiec, die sich auf 
unbewegliche Axen beziehen, einen linearen Eaum Ton drei 
Dimensionen darstcIU. Auf diese Weise rechtfertigt sieh die Be- 
zeichnung „linearer Raum", und es ergiebt sieh gleichzeitig die Mög- 
lichkeit, auf derartige Räume die geometrische Terminologie und die 
fundamentalen Principien der gewöhnlichen analytischen Geometrie der 
Geraden und der Ebene sofort zu übei-tragen. Wir überlassen es dem 
Leser, sich mit dieser Verallgemeinerung vertraut zu machen und hier 
die Betrachtungen des § 219 zu wiederholen, um zu sehen, wie man 
dadurch, dass man einer Function u der Coordinaten der Punkte eines 
linearen Raumes von vier Dimensionen einen gewissen Weii; vorschreibt, 
in diesem Räume einen (im allgemeinen krummen) Raum von di'ei 
Dimensionen erhält. Derselbe besitzt in jedem Punkte eine Normale, 
die Gerade, in deren Richtung u am schnellsten variiert, und einen 
linearen dreidimensionalen Tangentialraum, der durch diejenigen Ge- 
raden bestimmt wird, längs deren die Variation von u gegenüber der 
VeiTÜckung von M unendlich klein von einer höheren Ordnung ist. 

§ 228. 

Betrachten wir einen Punkt, der sich in einem linearen vierdimen- 
sionalen Räume läugs einer Curve bewegt, und seien M', M", . . . 
die Lagen, welche er nacheinander in unendlich kleinen Intervallen, 
von einer beliebigen Lage M ausgehend, annimmt. Die Tangente der 
Curve im Punkte M wird auch jetzt wieder definiert als die Grenzlage 
der Geraden MM', wenn M' nach M hinrückt. Wir werden kurz 
sagen, dass das Linienelement MM' die Tangente bestimmt, und so 
oft wir analoge Ausdrücke gebrauchen werden, ist dabei immer der 
Übergang zur Grenze mitzudenken. So werden wir ohne weiteres 
sagen können, dass zwei aufeinanderfolgende Elemente, MM' und 
M'M"j die osculiercnde Ebene bestimmen, ebenso wie drei Ele- 
mente den oseulierenden linearen Raum bestimmen, der im allge- 
meinen von einem Punkte der Gurve zum andern variiert. Die durch 
M zu dem oseulierenden Räume gezogene Senkrechte wäre als die Tri- 
normaie zu bezeichnen, insofern sie zu drei unendlich benachbarten 
Tangenten senkrecht ist. Sie gehört der Binormalebene an, dem Ort 
der unendlich vielen Binormalen, d. h. der durch M senkrecht zu zwei 
aufeinanderfolgenden Elementen gezogenen Geraden, ebenso wie die 
Binormalebene dem Normalraum angehört, in welchem alle Normalen 
liegen, die in doppelt unendlicher Anzahl im Punkte M auf der Tan- 
gente senkrecht stehen. Die in M innerhalb der Binormalebene auf 



y Google 



282 Fünfzehntes Kapitel. Die dreidimensionalen Eäutiie, 

der Triiiormale errichtete Senkrechte ist die Hauptbinormale, und 
die Senkrechte zur Binonnalebene, welche in M innerhalb des Normal- 
raumes errichtet ist, ist die Hauptnormale. So entsteht das Fuuda- 
mentalquadrupel der Curve: Tangente, Trinormale, HauptbiEormale, 
Hauptnormale. Wählt man diese Geraden, die paarweise aufeinander 
senkrecht stehen, als Axeii, und bezeichnet die auf sie bezogenen carte- 
sischen Coordinaten eines festen Punktes der Eeihe nach mit 3;/, 3:^', «3',«', 
so sind, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen filr die UnbewegÜchkeit des Punktes 



ds ~ 



t^^J ^ = T — 1' df- 

Hier ist *, wie q und r, der Radius einer Krümmung, und zwar werden 
wir dazu geführt werden, sie als das Mass der Tendenz anzusehen, die 
der Punkt M heim Durchlaufen der Curve hat sich mehr oder weniger 
rasch von dem osculierenden Räume zu entfernen. 



§ 229. 
Nehmen wir eine Linie in einem krummen Räume, deren Normale 
in M inbezug auf die Axen x^', x^, x' innerhalb des Normalraumes 
durch die Cosinus' a^, ^^, y^ bestimmt sei. Zwei andere gerade Linien, 
die aufeinander und auf dieser Normale senkrecht stehen, seien in dem 
genannten Normalraume durch die Cosinus' (ii,ß2,7i nnd (^^jß^iYa ^^^'' 
art bestimmt, dass 



(19) 



h n 
ß, r. 



-=i 



ist. Inbezug auf die Tangente und die di'ei soeben definierten Normalen 
sind die Coordinaten des festen Punktes iCj = x^' und 

" — «1»^/ + ft< + rt"', X, — «j«,' + ftij' + r^x', 
atj = «3^/ + ß^X:^ + y^x'. 
Dies vorausgeschickt lassen sich die Bedingungen (18) leicht 
1 transformieren: 



die 



(20) 



- SjiTg -j- E-iXj - 



■SXx~ 






T-' == §3X^ — Ega; + C^a;^ , 
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gesetzt worden ist. Von den Formeln (20) gelangt man natürlieli wieder 
z\i den bekannten (§ 148) Unbeweglielikeitsbedmgungen inbezug auf 
Fläeben, wenn man die dritte Krümmung gleich NuU setzt, in welchem 
Falle die Determinante (19) in 

sin j/j cos ip 

cos i/f — sin ^ 
-10 

Übergeht und G^j, S^, §^ beständig gleich NuU sind. 



§ 230. 
Wir wollen uns jetzt andre Curven denken, die in M die Axen 
^2 und Xg berühren und alles, was sich auf die zu Ma^i tangentiale 
Curve bezieht, mit dem Index i versehen. Die Formeln (20) geben au 
folgenden Kelationen Veranlassung: 



Aus denselben ergiebt sich sofort, dass für x ^ x^ = X2 = Xg= die 
Differentialquotienten 



gfi, Ssä 



3s, Ss, 



"Ss, 8 s, 



ds,*' 8s?' Ssj" SsäSsa' ds^Ss,' gs. S^ 
die Werte 

annehmen, und dass die analogen Worte für die Functionen x^, x^, 
bezüglich die folgenden sind 

^33, §13. 
— 2^33, ; 
: , §31, —E, 



, -^ 
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Nun liefert die bekannte Bedingung 

'-'^^-' öS. es, cs_, 5s. ~" ds. dsj dsj 8s.' 

angewandt auf die Function x, unmittelbar S;j -}- ^ji =^ , und wir 

können daher setzen 

r, = Eg3 =^ — Egg , ^8 = 2:^ Egi , r^ = Eai = — 5:^5 . 

Wendet man dagegen dieselbe Bedingung auf die Functionen x^,3:^,x^ 
an, so sagt sie uns, dass die ^,j auch jetzt durch die Formel (3) aus- 
gedrückt sind, und dass man ausserdem die Gleichungen £;,- = hat, 
in welchen sich das Dupin'sche Theorem ausspricht. Nunmehr 
lassen sich die TJnbewegliehkeitsbedingungen auf ihre definitive Form 
bringen. Die Gleichungen (B) bleiben ungeändert, die (A) werden 

es, \ \ I a j I 2 s ; 

~~= Tg^l— £'?3%+ J>3, 

^= T.x,+ T,x. — dZ,x,, 

während die (C) und die (C) sieh auf die äusserst einfache Form re- 
ducieren 



Man bemerke, dass sich den (Ä) auch die Form geben lässt 

(99\ ^ Jl^ ^ — _Jl^ ^ 1 d^ 

^ ' ds^ 3 dx^ > Ssj a Sa>ä ' 8s, 2 dx, ' 

wenn man mit 3» die quadratische Form bezeichnet, welche durch die 

Discriminante 

I — 2; — r, 5^3 1 

definiert wird und bei der Untersuchung der Krümmung von grosser 
Wichtigkeit ist. Wir werden sogleich sehen, daaa man K durch die 
Krümmungen § allein ausdrücken kann. Zu dem Zweck werden wir 
von der reeiproken Determinante Gebrauch zu machen haben, deren 
Elemente wir in folgender Weise bezeichnen werden; 

K^^ = m^ m^ — T^ , K^, = Z32 = m^ t^ + r^ t^ , 

-ffsz = 5^3 5^1 — 2*/, ^31 = Z"i8 = ^X^T^ + rgTi , 

Ä33 = sfi^m^~ Tf, Ky^ = Äsi = m^T^ + i'iT, . 
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§ 231. 
Bevor wir weitergehen, wollen wir die gefundenen Resultate daau 
benutzen, um zu zeigen, wie sich das Theorem von Huler (§ 155) 
auf die dreidimensionalen Räume ausdehnen lässt. Die Krümmung des 
ebenen Normalschnittes, dessen Tangente in dem linearen Tangential- 
raum durch die Richtungscosinus' a, ß, y bestimmt ist, wird immer 
durch -T-,- für a: = sr^ = Xj = % = 



ist. Sie ist also gegeben durch 

«'l^ + ''"£S + - ■■ + "•■ (äffe + affe) + -" 

für a; = a;, = Xg = ^3 = , d. h. es ist 

Die Discussion dieser Poi'mcl liefert Eesultate, die denen der Flächen- 
theoric völlig analog sind. Sie führt im besondern dazu, drei Haupt- 
krümmungen zu betrachten, die den Axen des quadratischen Kegels 
S = entsprechen, welcher der Ort der Tangenten der uneudüch yielen 
reellen oder imaginären Asymptoienliuien ist, die durch jeden Piinkt 
hindurchgehen. Das Product der Hauptkriimmungen ist gerade K und 
kann als Mass für die totale Krümmung dienen, während die ortho- 
gonalen Invarianten 

zwei mittlere Krümmungen des Raumes in der Umgebung des 
betrachteten Punktes messen. Will man haben, dass die Normale des 
Raumes eine Developpable erzeugt, so wird man unter Beachtung von 
(22) dazu geführt, aiiszu drücken, dass die grössten Determinanten der 
Matrix 



,, ^ 9« 80 

0« 8ß 07 

a ß y 

10 
sämtlich null sind, d, h, dass man hat 

a* 3* 3* 



und man findet so die Axen von 0. Die Krümmungsscharen sind 
demnach durch das beständige Verschwinden von T^, T^, T^ charakte- 
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risiert. Für sie redacieren sieb die Relationen (A), (C) und (C) auf 
die äusserst einfache Form 

"-- = — m,x.. , K-- == §isXi . 



% 232, Formeln von Codazzi. 
Keiiren wir zu der Bedingung (21) zurück, die wir jetzt unter der 
Form (7) annehmen können, und wenden wir sie auf die i^tnction x an: 

Mit Hilfe der Unbeweglicbkeitsbediugungen reduciert sich diese Gleichung 
auf eine lineare Relation zwischen den x, welche wegen der WilSkür- 
lichkeit dieser Veränderlichen zu folgenden Fonnelgruppen Veran- 
lassung giebt: 

( ff - ff" + ^'>?» - ^'1» - ^'®» - ?•>> 

(") If-ff + r,ä,~r,g.,-T,c§„-g„) 

( 5? + 1? + ^=^<fe + ^''9« - <f"< - ^'>?« 

w ff + II» + 2 y, f .1 + ^1 a, - Ä ~ ®y a. 

1 5? + ff'- + ^^i^- + ^>®» - (®'« - "'=)§« 

[ f? + ff + '*''>§» + ^>*' = (^- - "'■)&= 
*'' ff + ff + 2r.a, + T,% _ (w, - OT.^a, 

[ ff + ff" + ^^A + ■^>§" - c^« - ®y ä> ■ 

Ebenso erhält man durch Anwendung der Bedingung (7) auf die Ver- 
änderliehe Xf die folgenden Formeln: 



8s, 

,84, 

8», 



' + §«§,, = -K„ 
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(.S) 



^ (§n ■ 






£.^1? 



+ (g.ä-§..)§ai 



-(§31 



= -fi^is 



Hier bemerke man, daaa sieh mit Hilfe iler Formeln (7) und iß) die 
totale Krümmung durch die g allein ausdrfiekeii lüsst, da 

js:„ r^a r.a I 
r^^ Sg, Z53 1 

ist. Wenn man sich also an die Formel (3) erinnert, so ergiebt sich, 
ciass K eine Function ist, die nur von den Q und ihren ersten und 
zweiten partiellen Ableitungen abhängt. Wendet man ferner die Be- 
dingung (7) auf ein beliebiges anderes x an, so gelangt man zu den 
bereits erhaltenen Formeln. Inzwischen reducieren sich die Formeln (a) 
nur auf zwei verschiedene, und die {S) bilden im wesentlichen nur ein 
Tripel auf Grund der Identität (8). Man hat also im ganzen vierzehn 
Formeln, die bei der Untersuchung der krummen dreidimensionalen 
Räume, welche in einem vierdimensionalen linearen Räume enthalten 
sind, die Stelle vei-treten, die bei der Untersuchung der Flächen die 
drei Codam'schen Formeln einnehmen. 



§ 233. 
Betrachten wir z. B. einen sphärischen Raum, d. li. den Ort 
derjenigen Punkte, welche in einem linearen vierdimensionalen Raum 
gleich weit von einem festen Punkte entfernt sind. Die Coordinaten 
dieses Punktes müssen beständig der Relation 

^1 + ^a^ + ^z -\- x^ = F^ 
und den Unbewegliehteitsbedingungen genügen. Daraus folgt, wenn, 
man diese Relation sueeessiv nach den drei Coordinatenbogen differenziert, 
dass «^ = a;j = a^j = ist, mithin x =^ R. Ti-'ägt man diese Resultate 
in die Unbeweglichkeitsbedingungen ein, so findet man, dass 

sein muss. Ferner sieht man, dass die Formeln (a), (^) und {ß') iden- 
tisch erfüllt sind, so dass nur die Bedingungen (y) und {S) übrig bleiben, 
in welchen 
(23) Ä"jj = K^^ = ,s:,3 = i^ , Ägs =K^i = iTij = 
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ist. Die sechs auf diese Weise erhaltenen Relationen charakterisieren 
also die sphärischen Räume. Man verdankt sie Beltrami, und sie 
gehen für ein unendlich zunehmendes M in die sechs Lamö'selien Re- 
lationen (Formel 9) über, welche für den linearen Raum charakteristisch 
sind. Es ist natürlich in einem sphärischen Räume unmöglich, das 
System der cartesischen Coordinaten einzuführen, aber man kann immer 
ein System krummliniger Coordinaten zu Grunde legen, in welchem 
sich das Tripel der Functionen Q wie in dem cartesischen System auf 
eine einzige Function Q reduciert. Damit dies eintrete, ist es not- 
wendig und hinreichend, dass die Bedingungen (23) erfüllt sind, wenn 
man für die K die aus den Formeln (y) und (d) gewonnenen Werte 



Eine leichte Integration führt dazu, 

zu nehmen, und man gelangt auf diese Weise zu einem Coordinaten- 
system, in welchem das Bogenelemeut 



ist. Dies ist das System der stereographischen Coordinaten, 
welches von Riemann angegeben und von Beltrami zur Untersuchung 
der Räume consfcanter Krümmung benutzt worden ist. 
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Sechzehntes Kapitel 
Curven in Überräumen. 

§ 234. 

Längs einer Ciu-ve oder einer einfacb, ausgedehnten continuirlichen 
Mannigfaltigkeit von Punkten in einem linearen Räume von n Dimen- 
sionen wollen wir, von M ausgehend, die successiven Lagen M', M", . . . 
eines Punktes betrachten, die der willkürlichen Anfangslage M unend- 
lich nahe sind. Wir werden wie in § 228 sagen, dass das Element 
MM' die Tangente bestimmt, und werden dieselbe beständig als 
x^-Äs.e annehmen. Wir werden femer als a^-Ase die (« — l)-Normale 
wählen, d. h. diejenige Gerade, welche durch M senkrecht zu k — 1 
aufeinanderfolgenden Elementen MM', M'M", . . . gelegt ist. Offenbar 
liegt diese Gerade in der Ebene, welche von allen durch M hindurch- 
gehenden Senkrechten zu « — 2 aufeinanderfolgenden Elementen ge- 
bildet wird. Unter ihnen werden wir als a^^-Ase diejenige wählen, 
welche senkrecht auf der (w — l)-Kormale steht und als die Haupt- 
{n — 2)-Normale bezeichnet werden kann. Die Axen x^ und x^ liegen 
zusammen mit allen (n — 3)-Normalen in einem linearen dreidimen- 
sionalen Räume, in welchem die «^-Ase senkrecht zur (a:^, 3;3)-Ebene zu 
wählen ist. Fährt man immer in derselben Weise fort, so gelangt man 
dazu, als a;„_i-Axe dieHauptbinormale anzunehmen, die in dem linearen 
((« -— 2)-dimensionalen) Binormalraume durch die Forderung der Ortho- 
gonalität zu den vorhergehenden Axen bestimmt ist. Endlich zeichne 
man in dem linearen ((w — l)-dimensionalen) Normalraume, der alle Nor- 
malen enthält, unter diesen die Hauptnormale aus und wähle sie als 
a^jj-Axe. Sie steht senkrecht auf dem Binormalraume. Es seien k„, 
"(2? ■ ■ ■) "'in ^^^ Richtungscosinua' der Xfks.6 inbezug auf ein beliebiges 
System von n Axen, die paai-weise aufeinander senkrecht stehen, und 
man bemerke, dass sich die angegebene Definition der genannten Äxe 
in den Relationen 
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(1) ^ttird'aiy = für l^j^n~i, 

(2) ^«i,K;.= für l£j£i — l 

ausdrückt. Im besondern ertält man aus (1) für j = 1 und aiis der 
öleicining 

(3) «,..' + «„■ + «,/ + ■■■ + «..'- 1, 
wenn man dieselbe differenziert, 

(4) ^atydat.^O für l£i£n—l. 

Nun sagen aber die Relationen (2) und (3) ans, daas die Detenninanfce 
mit dem allgemeinen Element Kij ortbogonal ist. Ihr Wert ist, wenn 
man will, gleich der Einheit, und jedes Element gleich seinem alge- 
braischen Complement. Hiernach gewinnt man aus den Gleichungen 
(4) für alle Werte von v 
(ö) dccjt = e^Kar, 

wenn man mit e^ den Winkel bezeichnet, den zwei unendlich benach- 
barte Tangenten bilden. Allgemeiner hat man, wenn man 

setzt, so (iass 

(6) £,;==0; ^i}^~ iji 
ist, 

(7) CIK/J = ^BiyßyJ . 

Man gelangt wieder zu der Formel (5) für i= 1 und 

(8) f|j = £^j = £^3 = . . . = f,^„_j = 0, £i„ = £i , 

woraus auf Grund von (6) hervorgeht 



§ 235. 

Mit Hilfe der Formeln (7) gehngt es, die successiven Differential- 
i der Biehtungscosinua' als lineare Functionen dieser Cosinus' 
Wenn man ausgehend von dem Winkel £,_,-, der einst- 
weilen mit £;]■ bezeichnet werde, eine Reihe von Grössen «,-_, , itj , . . . 
nach dem Gesetz 
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§ SS4, § 233, 291 

(10) 4'^'' = rf4?V5EJt'£., 

berechnet, so findet mau durch succeasiTes Diffei-enziereii von (7) und 
wiederholte Anwendung dieser Formel 

Die Formeln (1) werden jetzt 

Das bedeutet unter Berücksichtigung von (3) und (4) 

Nimmt man nacheinander fe ^ 1, 2, 3, . . . und trägt das letzte Beaultat 
in (10) ein, so erhält man 

(11) ^£i,-,J,-,i,£,v, ...Ea- = für 2^v^n — k~l. 
Setzt man z. E. /c = 1 , so findet man 

d. h, auf Grund von (8) 

£„ = für 2^1-^« — 2. 
Ebenso wird für fc = 2 die Relation (11) 

und aus dieser entnimmt man unter Beachtung des vorigen Resultates 

£„_.i^,= für 2^v^n — B. 
Fährt man in dieser Weise fort, so sieht man voraus, dass allgemein 
sein wird 

(12) £,_t+i,v — für 2^v£n-^k~l. 

Wir wollen annehmen, diese Gleichung sei samt den ihr vorangehenden 
wahr und wollen beweisen, dass sie bestehen bleibt, wenn man in ihr 
k in Je-]- 1 verwandelt. Wird ik+i==j gesetzt, so giebt die Relation (11) 

^(£;v ^ fi/,f,.r, £;,*,-.. «/^) =0 für 2 ^ v ^ n — /c — 2. 

Die Summe mit h Indicee ist null für j" = 2, 3, 4, . . ., )*^äi — 1. 
Andrerseits ist auf örund von (12) und der vorangehenden Gleichungen 
tj> null für j ^ w — h -{- 1, n — k -\- 2, . . ., n — 1, n. Es bleiben 
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also nur die Glieder übrig, welciie den Werten j = 1 iiiid j = n — h 
entsprechen. Das erste ist null auf Grund von (8), mitliin hat mau 



Man gelangt also gerade 
wandelt ist. 



für 2<v^n--l — 2. 
7.\\ der Fonnel (12), in der fc i 



fc 4" 1 ^^i'' 



§ 236. 

Wir wollen jetzt als Axen die n Hauptgeraden wählen und 
untersuchen, welche Lagen sie annehmen, wenn sich der Anfangspunkt 
M nach M' verschiebt. Offenbar stellt i-ij für i-^j den Cosinus des 
Winl^els dar, den die neue Axe a:/ mit Xj bildet. Hiermit erhalten die 
Formeln (12) eine geometrische Interpretation, die man leicht Kum 
directeu Beweis dieser Formeln benutzen könnte. Setzen wir inzwischen 



so sagen die Formeln (12), (8) und (9) aus, dass die Riehtungseosinus' 
der Hauptgeraden, welche ihren Ursprung in M' haben, inbezug auf 
die von M ausgehenden durch folgendes quadratische Schema ge- 
geben sind: 





Xy 


X, 


X, 


Xn~ 
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1 x^ 
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■ — e. 
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Dies vorausgeschickt seien a'j, x^, . . ., x^ die Coordinaten eines Punktes 
P inbezug auf die beweglichen Axen; dx sei die absolute Variation 
einer Coordinate x im Baume, wenn M in M' und gleichzeitig P in 
P' übergeht; dx sei die Variation, welche diese Coordinate möglicher 
Weise inbezug auf die beweglichen Axen erfährt. Durch Projection 
von M'P' auf die von M ausgehenden Axen erhält man 



dx^ = äx^ — f 1 (x^ + dx^) -\-üs, dx.,- 
oder 



= dx^ ' 



- E„_i(irü -\- dx^)j n. ( 
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(13) 



(14) 



§ 236. § 237. 

Q ' ' ds ds Qn — i' 



% 237. 

Die Formeln (13) sind die Pundamentalformelu für die natür- 
liclie Analysis der CurTeii, die in oinem linearen Räume von n 
Dimensionen enthalten sind. Diese Curven besitzen also n — 1 Krttm- 
mnngen, welche sich dnrch die Radien ^ messen lassen. Wenn beim 
Darchiaufen der Curve der Punkt M sich von der Tangente entfernt, 
so entsteht die erste Krümmung. Entsprechend der mehr oder weniger 
grossen Tendenz des Punktes M, sich von der osculierenden Ebene zu 
entfernen, hat man eine zweite Krümmung, ferner eine dritte, die von 
der Tendenz des Punktes. M herrührt, aus dem osculierenden Räume, 
welcher durch drei aufeinanderfolgende Elemente MM', M'M", M"M"' 
bestimmt wird, herauszutreten, und so fort. Schliesslich erfährt die 
Curve wegen der Entfernung des Punktes M von dem (linearen, (« — 1)- 
dimensionalen) osculierenden Räume, der senkrecht auf der [n — 1)- 
Normale steht, eine (m — l)-te und letzte Krümmung, Die Formeln 
(13) gelten auch, wenn man für die x die Cosinus' setzt, die eine be- 
liebige Richtung definieren, vorausgesetzt, dass man in der ersten den 
Term 1 beseitigt. Wendet man die genannten Formeln im besondern 
auf die a:„_f-|.i-Axe an, so findet man leicht, dass der Winkel c^, den 
zwei unendlich benachbarte /-Normalen bilden, durch die Formel 

gegeben ist, die auch für i = w — 1 richtig ist, wenn man £„ = 
festsetzt, was man annehmen muss, wenn man sich für einen Augenblick 
den betrachteten Raum als enthalten in einem linearen Räume denkt, 
der eine Dimension mehr hat. Wenn man überdies mit e,, den Winkel 
(= e^ bezeichnet, den zwei unendlich benachbarte Tangenten bilden, 
so ist es interessant, folgendes Theorem von Laneret za notieren: 

So' — ejä -I- Sä' ±e^-i = 0. 
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Der Beweis der Formeln (13) lässt sich erleichtern durch ganz 
einfache mechanische Betrachtungen, die den Vorteil hahen, dass sie 
zeigen, welchen Weg man verfolgen muss, um analoge Formeln zu er- 
halten, die allgemeiner sind und sich auf nicht lineare Räume heziehen. 
Erteilt man in dem n-dimensionalen Räume, in welchem 

ist, den Coordinaten x willkürliche Variationen dx, so liefert die letzte 
Relation 

äsdds = — /, 1 ^5— + -_, — - 1 dx- dxt . 

Daraus folgert man, dass die Bedingungen 
dSXi dSx. 

für die Starrheit notwendig und, wenn sie zusammen bestehen, 
hinreichend sind. Integriert man sie, so ergieht sich 

ÖXi = »i + '^nX-i^ + Cfs^a + ■ ■ ■ + ^in^n ! 

wo ojy -\- ii)ji = (i ist. Jede infinitesimale starre Bewegung geht dem- 
nach hervor aus einer Translation («i, «2, ■ ■ -, «„) und aus einer 
Rotation, die sich in -^nin — 1) Rotationen parallel zu den Coordi- 
natenehenen zerlegt derart, dass hei jeder Rotationscomponente jeder 
Punkt des Systems sich in einer Ebene bewegt, die einer Coordinaten- 
ebene parallel ist, und in derselben eine Rotation aij, von Xj nach x^ 
zu gerechnet, erfährt. Nunmehr betrachte man das System der n Haupt- 
geraden als starr und studiere seinen Übergang von der Lage, die 
es in einem Punkte M hat, au derjenigen, die es in einem unendlich 
benachbarten Punkte M' annimmt. Die Haupt"(5i — « -j" l)'-^*"'™^!^ ^i 
bleibt senkrecht zu n — i aufeinanderfolgenden Elementen und muss 
sich daher in dem «-dimensionalen Normalraume x^x^ . . .XiXi-\-i be- 
wegen, zu welchem die übrigbleibenden Axen Xij^%, Xi^s, . . ., x^ senk- 
recht sind. Daraus folgt taij = für 

•>1, i-» + 2, i + i, ..., n. 
Beachtet man femer, dass g>,-j ^ — oj,- ist, so kann man hinzufügen, 
dass (a,j ^ ist für 

i>t, *=j + 2, j-l-3, ..., n. 
Es ist also, wenn man beides zusammenfasst, m^ = für 
i>l, ; = 2, 3, ..., ^— 3, i — 2, i, / + 2, ^ + 3, ..., n—1, n. 
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Was die Äse x^ anbetrifft, so kauu sie offenbar, da sie senlireoht zu 
allen mehrfachen Normalen bleiben muss, nicht aus der osenlierendeii 
Ebene x^ x^ heraustreten: e^ sei der Winkel, um den sie sich gegen a;„ 
drehi Dann hat man 

»„1 = «j , (3gj = coj^ = ■ ■ • = (a„_i,i = 0, 
(Oj„ = — fj , (öjg = c>j3 = ■■■== aji,„„i = 0. 

Es seien nunmehr e„_i, £,— s, ..., s^ die Winkel, um welche sich 
x^, «g, ..., Xn-i bezüglich gegen a^g, x^, ..., x„ drehen, so dass 

0)i+i,; = — (a;,i + i = Sn-i+1 

ist. Das starre System, welches durch die n Hauptgeraden bezeichnet 
wird, erfährt also bei dem Übergange von M nach M' ausser der 
Translation ds längs «, eine Rotation, welche durch Aie, soeben be- 
stimmten Winkel ra definiert ist. Wenn der Punkt (x^, x^, . . ., x^, 
anstatt mit den n (Geraden fest verbunden zu sein, inbezug auf sie die 
Verrückung {dx^, dx^, . .., dxj erfährt, so sind die Oomponenten seiner 
absoluten Verrüekung im Räume auf Grund der zu Anfang bewiesenen 
Formeln und der zuletzt erhaltenen Resultate 

(dx^^dxj^ — Ej^x^-^-ds, Öx^=dx^~ En^iX^, 8x^=dx„-\-£iXj^-\-E^XK-i, 
\3x^ = dXf-^s„^,■-^3Xi^i — s„~i+iXi^i (« = 3, 4, . . ., w — 1). 

Dies sind aber, wenn man. durch die Ausdrücke (14) dividiert, gerade 
die Fundamentalformeln. 



§ 239. Theorem von Brunei. 

Wir wollen die Fucdamentalformeln zum Beweise eines Satzes von 
Brunei verwenden, der insofern interessant ist, als er wesentliche Unter- 
schiede in der Stmctur der Räume aufdeckt, je nachdem ihre Dimen- 
sionenzaU gerade oder ungerade ist. Um den Unbeweglichkeitsbe- 
dingungen durch constante Werte der Coordinaten x zu genügen, muss 
man haben 

woraus sich nur für ein gerades n ableiten lässt 

Xf = ■ - ■-■ -^ - ' (i = 2, 4, . . . , w) , 
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Pi. 



constant sind. Der so definierte Punkt ist im Räume unbeweglich, 
und das Quadrat seiner Entfernung von M hat den eonstanten Wert 
^s* ~l~ ^4^ ~H ' ' ■ "4" ^n' -^^^ ®^^ ungerades n kann man dagegen durch 
eonstamte Werte der Cosinus' k^ , k^ , . . , , k„ den Bedingungen für die 
Unveränderlichkeit der durch diese Cosinus' definierten Richtung ge- 
nügen, d. h. den Gfleichungen 

a=0, «3 = 0, ^ + ^^2^ = 0, 



01 ?! Pfl-S 

constant sind. In diesem Falle haben die Tangenten der Curve gleiche 
Neigung gegen die unveränderliche Richtung, welche durch die Cosinus' 
«j = «j = K, = ■ - ■ ^ ß^ =; , 

,^ _ 1 : y 1 + ('-•-)'+ ('^)'+ ■■■+ ('±!a.-Sn3f , 



' Pi es Po ■ ■ ■ e«-i ' ^ ' 

definiert ist. Daraus folgt im besondem, dass eine Linie, deren 
Krümmungen alle constant sind, in einem linearen Räume 
von n Dimensionen eine Schraubenlinie oder eine sphärische 
Linie ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Im Falle 
eines ungeraden « kann man ausserdem in der bereits definierten Rich- 
tung eine feste Gerade finden, von welcher alle Punkte der Curve gleich 
weit entfernt sind. Allgemeiner gelangt man im Falle einer beliebigen 
Linie zur Auffindung des Punktes oder der Geraden, die wir vorhin 
erhielten, indem man (vgl. § 132) den Punkt oder die Punkte sucht, 
welche in dem starr mit dem System der Fundamentalgeraden ver- 
bundenen Räume liegen und sich langsamer bewegen als alle 
andern. Setzt man die partiellen Ableitungen von 

& - + £ + fe + v-')"+'l'(£^; - ^ 

nach den x gleich Null, so gelangt man für ein gerades n zu den 
und findet so den Punkt wieder, der 
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im allgemeinen mit 31 beweglicli, aber von der Beschaffenheit ist, dass 
das System der Fundamentalgeraden für einen Augenblick um ihn 
rotiert, wenn M längs der Curve fortzurücken strebt. Für ein unge- 
rades n findet man anstatt eines Punktes eine Gerade, die durch die 
Gleicbungeu 



* QsQi ■ ■• e„-i '■2111 J \ 

definiert ist, in -welchen die a die vorhin berechneten Werte haben. 
Das Quadrat der Entfernung des Punktes 31 von dieser Geraden ist 
^9^ + %^ ^" " ■ ■ + ^»^ ■ Diese Entfernung ist also constant, wenn alle 
Krümmungen constant sind. Auf diese Weise ist das Theorem von 
Puiseux (§ 136) auf einen beliebigen linearen Raum mit einer ungeraden 
Dimensionenzahl 



§ 240. 
Wir gehen jetzt dazu über, zu zeigen, wie sieh die Principien der 
barycentrischen Analysis {§ 83) mit Leichtigkeit auf lineare Räume mit 
mehr als zwei Dimensionen ausdehnen lassen. In einejn linearen «-dimen- 
sionalen Räume wollen wir die Punkte A-i, A^, . . ., A„^i fixieren, die 
als die Ecken des einfachsten «-dimensionalen polyediischen Gebildes 
betrachtet werden können, welches wir nach Stringham als em w faches 
(tt-|-l)-edroid bezeichnen werden. Es seien Xi^, x^^, , t „ die Co- 
ordinaten von Ai inbezug auf die beweglichen Axen. Von einem be- 
liebigen Punkte 3£ lässt sich immer anuehmen, dass ei in dem Räume 
als Schwerpunkt eines gewissen Systems von n -f 1 M1S^en definieit 
ist, welche in den Ecken des fundamentalen (sj-)- l)-edioids angebiai,ht 
sind und der Relation 

fi + f^ + ft3 -I h f^-i+i = 1 

genügen. Dies sind die barycentrischen Coordinaten des Punktes, 
Seine cartesischen Coordinaten sind also durch die Formeln 

^'k = fti3\]t + /»a^J^t H h ^^+iX„+i.k 

gegeben. Inzwischen hat man identisch 

n+l ;=B+1 , = «+1 /i=n + l -.a 

Die rechte Seite reduciert sich auf Grund der früheren Gleichungen 
auf — 2dx^ . Mithin erhalt man, wenn man ft =^ 1, 2, 3, . . ., )» setzt 
und summiert. 
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ds' 



= — "2 ^ ^^^^ ^>^' ^f^J ' 



wo öjj die Länge der Seite AjAj darstellt, d. h. 

gesetzt worden ist. Wenn z. B. die Coordinaten jt als Functionen eines 
Parameters t gegeben sind, der etwa die Zeit bedeuten möge, so liefert 
uns die obige Formel sofort den Ausdruck für das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit: 



(15) 



12« 



dt dt 



§ 241. 
BetracSiten wir die Wronski'sche Determinante 



f*i 









(?)i, <i''Ca 



^Vä 



und multiplieieren wir sie mit der Constanten 

^11 '^la ■ ■ ■ '^m 



von der man zeigen kann, das 
findet nämlich 

1 

1 «u 

1 «21 



(-2«')": 



von den aij abhängt. Man 
... 1 

. . . %,« + ! 

. - - al,n+i 



1 ß«+i,i a^+i.i , . . ., ff +1 
Dies geschieht durch leichte Umformungen, die wii hiei nn,ht zu re- 
producieren brauchen, wie wir auch den Beweis ubeigehen können, 
daaa — den Inhalt des fundamentalen (w -{- l)-edroido misst Inzwi-schen 
geht aus der angegebenen Multiplication der Wronski sehen Deteimmante 



y Google 



@ 241. 299 

der Wert von a^W in Form einer Determinante w-ter Ordnung hervor, 
deren allgemeines Element 



(fy = 2 ^ 



iat. Dies vorausgeschiekt erhält man durch Anwendung der Fundamental- 
formeln auf die Punkte A 

und aus diesen Formeln ergeben sich die folgenden: 



(16) 



= J^ + .v^:i '^^^^ (i = 3,4,...,« — 1). 



Mit ihrer Hilfe lassen sich, wenn die erste Colonne der Determinante 
a''W bekannt ist, alle andern berechnen. Übrigens zeigt eine eiumalige 
Differentiation der Definitionsgleichungen 

' '2m,-o (j~i,2,s,...,%), 

dass 

(J^l = 1 , ff^2 = (Tjg = ■ ■ ■ = flj„ = 

ist. Darauf liefern die Formeln (16) 

U . = 6 „ = ffg, = ■ ■ - = ffa «-I == , ffj „ = — , 

Pi 
ferner 

6., = ^, ff = ff = - . . = ffs 2 = 0, 

1 rö i 

u. s. w. Man sieht voraus, dass 

(17) e>j = für 2^3<^n-~i+l 

sein muss. Angenommen, dies sei wahr bis zu einem gewissen Werte 
des Index i. Dann ist es leicht, zu zeigen, dass es auch noch gilt, 
wenn man » in i -j- 1 verwandelt. In der That ergiebt sich aus den 
Formeln (IG) und (17), dass 

(18) g^^^^.= —^ht^L^ mr 2^j^H— i + 1 



yGoosle 



300 Sechzehntes Kapitel. Curven in t!fbcrrüumen. 

ist, so dass man unter Berücksichtigung von (IT) hat 
ff-^i_^=0 für 2£j^n — i. 



Es ist also 



! die Formel (17), in der i 



( durch i-\-l ersetzt hat. 












«!,. 


5»,.^1 


0«,. 


»4, — . 


Ö4,» 







fl.,,1 



■ ffn,n-a 



d. h. 

Andererseits liefert die Formel (18) für j = 



i+i 



und aus dieser Gleichung folgert i 



Trägt man endlich in (19) dieses Eesultat ein, so gelangt man zu der 
folgenden bemerkenswerten Formel: 



(20) 



..p,._,Tj^=l. 



§ 242. 

Die letzte Formel lieferb uns immer eine Relation zwischen den 
n — 1 Erflmmungen einer gegebenen Curve, und es sind ausserdem 
n — 2 nötig, um die natürlichen Gleichungen dieser Curve aufstellen zu 
kömien. Ea ist klar, dass die Relation (20) im Falle einer ebenen 
Curve hinreicht. Alsdann erhält man die gesuchte natürliche Gleichung, 
indem man t aus den Gleichungen 



<tV^=l> 



-f.M 



eliminiert, in denen vorher x und W als Functionen von t auszudrücken 
sind, und zwar mit Hilfe der Formel (15) und der folgenden 
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ft«+i 



dt 



dt'' 



dt" 



die eine einfache Folge der Definition von W ist. Für die Linien des 

linearen dreidimensionalen Raumes erhält man zwischen den beiden 

Krümmungen die Relation 

(21) a>VTr=l 

und braucht noch eine zweite. Um dieselbe zu finden, betrachte man 

die Wronski'ache Matrix 



ds ds^ 



(22) 



welche in W übergeht, wenn man die letzte Colonne unterdrückt, und 

in -j — , wenn man die vorletzte unteidrückt. Es sei ferner W die 

ds ' 
Determinante, ■welche man erhalt, wenn man die zweite Colonne unter- 
drückt, eine Determinante, die sich leicht als Function von t berechnen 
lässt, da auf Gi-und einer allgemeinen Eigenschaft der Wronski'schen 
Determinanten 



ist. Sollen die Gleichungen 






^ '1 ds 






A^ 



zusammen bestehen, in welchen * von 1 bis 4 läuft, so ist notwendig, 
dass die Determinante, welche aus der Matrix (22) durch Hinzufügen 
der Zeile 

0, 1, 0, ~\, -Vf 
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entsteht, verschwiiidet, dass man also liat 

(23) g^W~yg'W), 

woraus man ableitet 



(24) ^^-AtT* /"tT' 



W ^Kät, 



vorausgesetzt, dass nicht W oder W null ist. Wenn man für x, W, W 
ihre Ausdrücke als Functionen von t einsetzt, so lässt die letzte Formel 
den Wert von p erkennen, worauf man aus (21) r gewinnt. Übrigens 
gelangt man ku der Formel (24) auch durch ein ähnliches Verfahren 
wie das, welches uns die Formel (21) geliefert hat. Multiplieiert man 
in der That die Determinanten a? und W miteinander, so erhält man 



«■•p' 



W- 






und Ton dieser Formel gelangt man wieder zu (23), wenn man r mit 
Hilfe von (21) herausschafft. Ausserdem sieht man, dass in TF'=0 
die notwendige und hinreichende Bedingung liegt dafür, dass die Curve 
eine Schraubenlinie ist, während W=0 die Bedingung dafür ent- 
hält, dass die Curve eben ist. Der Leser kann zur Übung die obigen 
Formeln auf die Untersuchung der tetraedralen Potenzcurve (vgl. § 102) 
anwenden. 
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Überräume. 

§ 243. 
Wir wollen eine Linie in einem krummen »i-dimensionalen Räume 
betrachten, der in einem linearen Räume enthalten ist, und uns daran 
erinnern, dasa auf Grund der im vorigen Kapitel aufgestellten Funda- 
mentalformeln die Coordinaten eines festen Punktes inbezug auf die 
»i -j- 1 Hauptgeraden der Curve derartige Functionen des Bogens sind, 
dass ihre Ableitungen sieh linear durch die Coordinaten selbst ausdrücken. 
Es ist klar, dasa diese Eigenschaft sieh erhält, wenn die n normalen 
Geraden sieh fest miteinander verbunden in ihrem Räume solange 
drehen, bis eine von ihnen normal zu dem betrachteten krummen 
Räume wird. Denken wir uns in diesem n — 1 Curven, die die andern 
«^1 Geraden berühren, so können wir, wenn wir mit x^,x^^,x^, ■■-, x^ 
die Coordinaten des festen Punktes bezeichnen, achreiben 

wo e,-; gleich 1 oder ist, je nachdem i^^j oder i'^j ist. In kurzem 
werden wir sehen, dass die n{n-\-iy Coefficienten ß sich auf m\r 
— w(3w — 1) linear unabhängige reducieren, und dass zwischen diesen 
und ihren Ableitungen y^(^ — 1)(5« — 1) wesentlich verschiedene 
Relationen bestehen, die das Analogen der von Codazzi für die Eichen 
aufgestellten Formeln sind. 

§ 244. Theorem von Dupin. 

Man bemerke zunäehst, dass die Formeln (1), und zwar mit immer 
verschwindenden Cij, bestehen bleiben, wenn die 3; die Bedeutung von 
ßichtungacosinus' haben, in welchem Falle identisch 
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sein muss; mithin ist 

(2) £1^ + af} = 

und im besondem £lf} = 0. Andrerseits erbUH man durch Differentia- 
tion von (1) 

ferner für Xf, = x^ ==■■■ = x^ = (i 

Dies vorausgeschickt geht die Integrabilitätsbedingung 

^"^^ di;Wj ^ S^i 8^ d^ ~ 8s, ^s, 

über in 

und im besondern für A = i in 

(5) a»--^i^-. 

Nimmt man dagegen h als verschieden tou i und von 7 an, so erhält man 

(6) afj = af. . 

Endlich liefern die Foimeln (2) und (6), wenn man sie abwechselnd 
anwendet, 

a!« _ - a« = - afl - ag - a« - ^ a'» = - afj . 

Daraus ergiebt sich 

(7) ö;J** = o, 

so oft i, j, Ic voneinander und von Null verschieden sind. Diese Glei- 
chiing ist der verallgemeinerte Ausdruck des Dupin'achen Theorems 
in den Überräumen, da wir vorhin (| 230) gesehen haben, dass das 
genannte Theorem gerade in der Unabhängigkeit der Difl'erentialquotienten 

3—^ von den x mit einem nicht verschwindenden und vnn i und j ver- 
*J . 
schiedenen Index seinen Grund hat. Wir weiden in kurzem sehen, 

dass auch die geometrische Bedeutung der Gleichung (7) die natür- 
liche Ausdehnung der bereits in den dreidimensionalen Räumen gefun- 
denen ist. 
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§ 245. 

Wenn man ft = nimmt und £1^. ^=^ij setzt, so kann man auf 
Grund von (6) nur behaupten, dass itij = U-jt ist. Wir werden ferner 
S;; mit — ©7; uud Q^'^ mit — l§ij bezeichnen, so daas nach Formel (5) 
3 log Q_ 

ist. Auf diese Weise bleiben YOn den Coefficienten St nur diejenigen 
übrig, welche mit S^^, ^T^,^,, .. ., oder §^^, g^^, §„, gg^, ggj, ggg, ..., 
oder S^i2, ^131 ^a3j ■ ■ ■ bezeichnet worden sind, und welche wir beziig- 
lieh Normalkrümmungen, geodätische Krümmungen und geo- 
dätische Torsionen nennen werden. Wir wollen also, um zu re- 
sümieren, immer festhalten, da^ jeder Coefficient aein Zeichen wech- 
selt, wenn man die untern Indices vertauscht, und dass die Normal- 
trümmungen, die Torsionen und die geodätischen Krümmungen sich in 
folgender Weise ausdrücken: 

sx. = d!l , ^ij = Zii = af^ , §ij = af. . 

In jedem andern Falle ist iS! = 0. Wir bemerken überdies, dasa wir 
manchmal der bequemeren Schreibweise halber —^a au Stelle von STj 
und §;; anstatt Null stehen lassen werden. 



§ 246. Formeln von Codazzi. 

Unter Beachtung von (8) verwandelt sich jetzt die Bedingung (4) in 

(Ä + ?'■')?? = (4+ *')5' 

um sich weiter mit Hilfe von (3) in eine lineare Relation zwischen 
den X zu transformieren, die sich in die folgenden Bedingungen spaltet: 

(ä) (fi. + *') '^" - (u + §«) ^" - 2 K- ^» ~ ^•- ^'-) ' 

die für die Existenz der Functionen x notwendig und hin- 
reichend sind. Wenn man jede der Zahlen i,j, k, l als positiv und 
verschieden von den drei übrigen voraussetzt, so ist die linke Seite 
auf Grund von (7) null, und man erhält 

(10) SjjSji — e^,ejfc = o. 

Diese Gleichung gestattet -^fi(n — 3) Coefficienten S durch die n 
andern auszudrücken, und es ist somit die Zahl deqenigen Coefficienten £1, 
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welclien man in einem Punkte willkürüche Werte beilegen kann, auf 
w(«+l) reduciert für m>2. Die Formel (9) ist sozusagen die uni- 
verselle Codazzi'schö Formel, aus der sich andere Formelgruppen 
ableiten lassen nach der verschiedenen Bedeutung der.Coefficienten 61. 
Wenn man einen der Indices k, l als null voraussetzt und den andern 
als verschieden von i und von j, so giebt die Formel (9) 

W 5^ - 8-^ + ^"S« - ^»S' + '^«®" - S') - " ■ 

Setzt man dagegen den nicht verschwindenden Indes gleich i oder 
gleich j, so erhält man 

SSft, (lt., ^-sr\ -sr^ 

« siT + sif + ^^"*' +2^^"*» +2 ^"«» - '-^^' ^ ^')§" ■ 

Nehmen wir jetzt 'k=^i, ?=j. Dann geht die Formel (9) "ühbx in 

Setzen wir endlich voraus, dass nur eine der positiven Zahlen Ä, l gleich 
i oder gleich j ist, so finden wir 

(■») *-|^ + (§..- S.) §« - £«,s:» + S„K;. 

und auch 

^ + (§.,■ - §«) §„ = 5«,Ei. + 2„S« . 

Aber diese letzte Formel unterscheidet sich nicht von der vorher- 
gehenden, da (vgl. § 121) auf Grund von (8) die beiden linken Seiten 
identisch sind. Die Formeln der Gruppe {S) sowie die der Gruppe (a) 
zerfallen in — «(«— !)(« — 2) Tripel; aber in jedem Tripel von (a) 
giebt es nur zwei wesentlich verschiedene Formeln. Die Gruppen {ff) 
und (y) enthalten offenbar «(»^— 1) und -^n[n- — 1) Formeln, so dasa 
man in den krummen n-dimensionalen Bäumen im ganzen 

|-«(»-l)(«-2) + !-»(«- l)-i«(»-l)(5«~l) 
Relationen hat, die den Coda^zi'schen Formeln analog sind. 



§2«. 

Von fundamentaler Bedeutung für die Untersuchung dieser Räume 
1 Standpunkt der natürlichen Geometrie ist die quadratische Form 
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Ilireti ersten partiellen Ableitungen sind auf Grund der Formeln (1) 
die Ableitungen von Xg proportional. Es ist hier nützlich zu beachten, 
welche einfache Form diese Relationen infolge der in § 245 ausgeführten 
Bestimmung der Coefflcienten £1 annehmen. Man hat 

Die Diseussion von * führt ku dem Euler'schen Theorem und zu 
dem Begriff der Krümmungssysteme, welche durch die Bedingungen 
£ = charakterisiert sind. Denken wir uns ferner die Bedingungen 
für Unbeweglichkeit hingeschrieben in einem von den (n — l)-dimensio- 
nalen Räumen der Sciiar, die in dem gegebenen krummen Räume 
durch eine Function q^ definiert wird, so bemerken trir sofort, dass die 
Eji für den genannten Raum j; sich nicht von den Coefflcienten &^'^ 
unterscheiden, so dass, wenn die n Räume q^ zusammengenommen 
den betrachteten krummen Raum eonstituieren, die Gleichung (7) 
aussagt, dass alle ihre S null sind, d. h. dass sich die Räume not- 
wendig längs ihrer Krümmungssysteme schneiden müssen. 
Endlich führt die Diseussion von $ auch dazu, n Hauptkrümmungen 
zu betrachten, deren Product K, gleich der Discriminante von O, als 
Mass für die totale Krümmung dienen kann. Die Formeln (y) und 
(ä) zusammen mit (10) liefern dann die Werte aller quadratischen 
Minoren von K, und man kann daher sagen, dass die totale Krüm- 
mung einzig und allein von den geodätischen Krümmungen 
und ihren Variationen abhängt. Man bemerke noch, dass im Falle 
eines linearen Raumes die Function identisch verschwindet und die 
Codazzi'schen Formeln sich auf -ö-w(n — 1)^ Bedingungen reducieren 
(vgl. §233), die für die Linearität des w-dimensionalen Raumes 
notwendig und hinreichend sind. 



§ 248. 

Wir wollen die oben entwickelten Formeln auf das Studium der 
infinitesimalen Deformationen der Uberräume anwenden. Ein 
Punkt M eines krummen k- dimensionalen Raumes, der in einem 
linearen Räume mit einer Dimension mehr enthalten ist, verschiebe sich 
unendlich wenig in diesem Räume. Es seien w^, %, m^, . . ., u^ seine 
Coordinaten in der neuen Lage M', bezogen auf die beweglichen Axen 
mit dem Anfangspunkt M, welche in der oben beschriebenen Weise 
gewählt sind, und man setze 
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Die Fondamentalformeln zeigen sofort, dasa, wenn M dia unendlich 
kleine Strecke ds^ anf der Axe i durchRuft, die Coordinaten des Punktes 
M' sieh um 

M„((?s,., MjjdSfj Ma;t?S;, , . ., (%,- -\- VjdSj, . . ., u^fds- 
ändern. Wenn also ailgemeinei- der Punkt M sich in der durch die 
Cosinus' «1 , «3 , . . . , ß„ in dem linearen Tangentialraum definierten 
Kiehtung bewegt und dabei die Strecke ds beschreibt, ao erleiden die 
Coordinaten Von M' die Variationen 

(12) \Ki+^ajUi)jds, 

und man findet daher, wenn man quadriert und summiert, dass die von 
M' durchlaufene Strecke ds' ^^ (1 -\- £i) ds ist, wobei man abgesehen 
von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 

ß =^K;ßj UiJ 

hat. Im besondern stellen die u^f die auf die Längeneinheit reducierten 
Verlängerungen längs den Axen dar, und die Betrachtung des Raum- 
elementa, welches mit den Kanten ds^, ds^, . . ., äs^ constmiert ist, 
zeigt, daaa Uij -\- Uji die Änderung des Winkels zwischen den Äxen i 
und j ist, und dass die ränmliebe Dilatation pro Einheit den Wert 

hat, d. h. auf Grund von (11) 

(13) ®_2'(4+§')»'-"»^'^'" 

wo §; die Summe aller § mit dem zweiten Index gleich i ist. 



Die ßichtungscosinus' der Tangente der Bahncurre von M' erhält 
man offenbar durch Multiplication der Grössen (12) mit 1 — ii und 
durch Division mit ds. Sie haben also die Werte 

(14) «,-ß«,+i'«,««. 

Dem Increment, welches «; dabei erhalten hat, lässt sich inzwischen 
die Form geben 
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^Kja^iß^U^ — '-im^) = K|ß!^i + ögW/s + ' ■ ■ + ''n^i"! 



»o-J'..(«,.',.-»,»«) 

setzt. Da nun a>;j = — »ij ist, so sieht man, dasa die Richtung 
(ifj , «3 , . . . , K„) in dem linearen Tangentiairaum eine Drehung erfahrt, 
die gerade dnroh die seh iefsym metrische Matrix 



»„1 <a„, o)„,, ... 

definiert ist (vgl. § 238). Im besondern drehen sich die Axen * und j 
in ihrer Ebene um — Ujt und m,_,-, und man erkennt auf diese Weise 
noch einmal, dass Uj^ -\- uji die Änderung des Wintels zwischen den 
genannten Axen darstellt. Da sich nun il im allgemeinen nur in einer 
"Weise auf kanonische Form reducieren läast, so ist es im allgemeinen 
so, dass nur ein orthogonales Axensystem sich bei der Deformation 
orthogonal erhält, so dass ein beliebiges Paar derartiger Axen (i, j) 
sich in der eignen Ebene starr dreht, und zwar um einen Winkel 
Uij = — Mji = -5-(*'ü — "jO' ^^ ferner die Grösse &ij=^Uij — %; eine 
orthogonale Invariante der Form a/j ist, so erkennt man leicht, dass 
die &jj in jedem Falle die doppelten Componenten der geodätischen 
Rotation bedeuten. Nach den Formeln (11) hat man nun 

(i'*) »"-(4+*')"'-(ig:-+^")."" 

Man bemerke hier, dass auf Grund der Integrabiütätsbedingung 

die •9' sämtlich verschwinden bei den Potentialdeformationen des Raumes 
in sich, d. h. wenn die Ven-fickung tangential ist und zu Componenten 
die Differentialquotienten einer i\inction u nach den berührenden Axen 
hat. Dann erhält man aus (13) @ = z/^m, da sich mit Hilfe dieser 
unserer Symbole die Formel von Lam^, welche dazu dient, den 
zweiten Differentialparameter auszudrücken, in folgender Weise sehreiben 
lässt (vgl. § 225): 



-'-2(Ä+§.)j 
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§ 250. 
Wir gehen über nur Wahl der Axeii in dem deformierten Itanme. 
Als Axe werden wir immer die Normale zu diesem ßaume annehmen 
und werden die andern in Lagen wählen, die sich unendlich wenig von 
denjenigen unterscheiden, welche die ursprünglichen tangentialen Äsen 
infolge der Deformation erhalten. So werden wir vorläufig zulassen, 
dass es erlaubt sei, als Axe i die in dem ursprünglichen linearen Tan- 
gentialraum durch die Cosinus' 

I 1 f ür 1 = j , 

definierte Gerade zu wählen, betrachtet in der Lage, die aie nach der 
Deformation einnimmt. Alsdann findet man unter Beachtung der Aus- 
drücke (14), dass die Rieh tun gscosinus' der neuen tangentialen Axen 
durch das rechteckige Schema 

Moi 1 ... 

«0, 1 ... 



1 



«0. 
gegeben sind, dass mithin die Richtun| 

sind. Daraue folgt, dass beim Übergänge von dem alten zum neuen 
System die Coordinaten x die Variationen 

(18) i)a:^=— i(;+Mof^(, 

für i > und 



(19) 



Dcc, 



-.„-^«.,«, 



erleiden. Es ist femer leicht, die neuen Differentialquotienten durch 
die alten auszudrücken, da offenbar 



.(i-ß)2'«.i| 



ist. Macht man im besondern die Annahme (17), so wird die hnke 
Seite das Symbol des auf die neue Axe i bezüglichen Differential- 
quotieuten, während die rechte Seite sich auf 



a-%)^^ + .4-2'»''4 



reduciert. Es ist e 
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^_ = A_ "Vm--— 

mithin sind die diiiTh die Deformation in den ursprünglichen Diiferential- 
quotienten hervorgerufenen Variationen durch die Formel 

gegeben. 

9 2B1. 
Um nunmehr die Variationen zu berechnen, welche die Krümmungen 
infolge der Deformation erleiden, wird es genügen, die letzte Formel 
auf die Relation (1) anzuwenden. Dabei ergiebt sich sofort 



2" Hf j)=». + =«.i>a:.i') - 1. s^. ~2 ••" 5 

und (lanu unter der Voraussetzung i > und unier Zuhilfenahme der 
Formehi (18) und (19) 

(21) J;».Da«= [^ + J^ K>«- a;,f ».,)] X, 

Es folgt daraus, wenn man die Coeffieienten von x^ miteinander ver- 
gleicht und überdies i =j annimmt, 

DSZ,-^^ +_2' ®««« + S«%.) . 
Dagegen ei'hält man für i^j 

aber es ist klar, dass man auch musa achreiben können 

Vergleicht mau ferner die Coeffieienten von Xj miteinander, so findet man 
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§ 252. 
Die Identität der beiden für DU-ij gefundenen Ausdrücke lässt sieh 
direcfc feststeUen, indem man auf Mg die Bedingung (16) anwendet. 
Dieselbe giebt, allgemeiner auf % angewandt, 

(22) (1^ + §„) »„^ (j| + &,)»„ -2' K'»,.- <.««) , 

wenn man die B-elationen (9) beachtet. Für ft = erhält man 

Dagegen ergiebt sieh für k = i 

(4 + *') ".' - {k + S") «" - 9"*" - ^<'-..- »'.»0/ +2^""" ■ 

Nimmt man endlich i, j, h als voneinander verschieden und positiv an, 
so findet man die Relationen 

1(4+ ^^^)"*^~(4+ ^^■^)"*^-=^^*'*^^-§'^«'-^+^^'"»^-^''"o;- 

§ 253. 
Es sind hiermit die Folgen der Identität (21) nicht erschöpft, da 
noch ausgedrückt werden muss, dass die Coefflcienten, welche null sind, 
gleich Null bleiben, und zwar gelangt man dabei für jedes Tripel 
i,j, k von positiven Zahlen, die voneinander verschieden sind, zu dem 
Tripel von Relationen 

( §kiU^i — §JkUji + tliju^, — £;,Mfl^ = 0, 

I §j,uj, — §1^11,^ + Ejjiioj — 2:*,-«oi = . 

Man kann dieselben als die Bedingungen für die Permanenz des Dupio- 
schen Theorems in dem deformierten Eatune betrachten. Sie ver- 
knüpfen die Verrückungen durch partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und man gelangt hiermit zu der Einsieht, dass die bisher 
untersuchte Deformation für «>2 nicht die allgemeinste ist. 
Die oben aufgestellten Formeln gelten also in ihrer voUen Allgemeinheit 
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nur für die Flächen, und es ist leicht zu verificieren, daas sie sich 
für }( = 2 thataäölilich auf diejenigen reducieren, welche wir im drei- 
zehnten Kapitel bewiesen haben. Die für M>2 constatierte Specialis 
sierung ist infolge der Wahl der Äsen eingetreten, da (vgl. § 222) die 
Gesamtheit aller tangentialen Axen des Raumes sich nicht 
immer als bestehend aus den Tangenten eines n-fachen Ortho- 
gonalsyatems von Curven ansehen läsat, obwohl die Orientiemng 
der genannten Äxen sich contimiierlich mit der Lage des Anfangspunktes 
ändert. 

8 264. 

Andere einschränkende Bedingungen könnten sich möglicherweise 
aus der Permanenz der universellen Codazzi'achen Formel er- 
geben. Da wir aber diese Formel durch Anwendung der Bedingung 
(16) auf die Coordinaten eines festen Punktes erhalten habeuj so brauchen 
wir nur zu untersuchen, ob die Verrückungen irgend einer Beziehung 
unterworfen werden müssen, damit die genannte Bedingung in dem 
deformierten Itaume bestehen bleibt. Es lässt sich nun aus der Formel 
(20) leicht ableiten 



2>— ^-- = - 



v^~^3vi~2(-'"Ä+""^ 



Wenn man hier i mit j vertauscht und dann die beiden Gleichungen 
voneinander abzieht, indem man die Relationen (16), (22), (24) und 
I die Relation 



beachtet, welche aus jedem der Tripel (24) folgt, so gelangt man 
zu einer Identität. Es existieren also ausser (24) keine Beschränkungen, 
die den Verrftckungen aufzuerlegen sind. Zu demselben Schluss wären 
wir weniger rasch auf dem directen Wege gelangt, d, h. durch Berech- 
nung der Variationen, welche die DefoiTuation in der Codäzzi'achen 
Formel hervorruft. Um dann die schliesslich resultierende Identität in 
Evidenz zu setzen, hätten wir in zweckmässiger Weise die partielle 
Integration und manchen andern Kunstgriff anwenden müssen. 



Wir wollen nunmehr zum Studium der allgemeinen Deformation 
zurückkehren. Die pseudosymmetrisehe Matrix 
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Siebzebutea Kapitel. Überr! 



^1. «s« ■■• 1 I 

sei diejenige, welche die Orientierung der Axen in dem deformierten 
Räume inbezug auf die ursprünglichen Axen definiert. Wenn man die 
Axe wieder normal zu dem Räume annimmt, so wird v^^^Uf^^ sein, 
und die andern -ö-'*C**"~^) infinitesimalen Grössen v werden derartigen 
Bedingungen genügen müssen, dass in dem deformierten Räume die 
Existenz eines w-fachen Orthogonalsystems von Curven gesichert ist, 
die in jedem ihrer Funkte die Axen 1, 2, 3, . . ., w berühren. Lassen 
wir die v vorläufig willkürlich, so werden sich die gesuchten Bedingungen 
ganz von selbst aus den Rechnungen ergeben, die wir auszuführen im 
Begriffe stehen, und es wird sich zeigen, dass es gerade dieselben sind, 
die die Permanenz dos Dupin 'sehen Theorems in dem deformierten Räume 
sichern. Wir bemerken zunächst, dass die durch die Cosiuus' 



1 



für 



j$i 



definierte Richtung durch die Deformation zum Zusammenfallen mit 
derjenigen der neuen Axe i gebracht wird. In der That ersieht man 
ans den Ausdrücken (14), dass infolge der Deformation die genannten 
Cosinus' die Werte 

l 1 für j^i 



(1-%)«. + % = 



annehmen. Also drückt sich der neue auf die Axe i bezügliche Diffe- 
rentialquotient in folgender Weise aus: 

Mithin ist an Stelle der Formel (20) jetzt zu setzen 

ebenso anstatt (18) und (19) 

Dx, = — «(> — ^'»ijXj . 
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§ S5fi. 316 

§ 256. 
Wenn man unter BemitzuKg der obigen Formeln in den Unbeweg- 
liehkeitsbedingungen alles variieren lässt, so erhälb man eine lineare 
Relation zwischen den Goordinaten x, die sich wegen der Willkürlich- 
keit derselben spaltet und liefert 



(26) Da;;. 



8«(i 



-2' 3™. (».,■ - »«) -^ Kff,. - a!f »,.) 



Erinnert man sich daran, dasa für jedes Tripel j, j, h von positiven 
nnd voneinander verschiedenen Zahlen 

sein muss, so findet man die Bedingungen 



(27) 



' + §1. »« — §u »M + Ej, »„ - Hl, U 



■0, 



denen man auf Grrund der Formeln (23) auch die bemerkenswert ein- 
fache Form geben kann 

( (s; + §« - a.) («« - •>«) - (4 + % ~ §«) (»,. - «, J , 

(28) (8~ + &,-a.)(%.-»«)-(8~ + §,.-§«)(%<-%), 

l (äl + fe -§«)(«„ -■>..) - (äl: + §J< - &.)(««—«)■ 



Diese letzteren sind auch aus i 
■wegen der Identität 



. Grunde bemerkenswert, weil sie 



(4+§«)fe-(4+fc)fe 



erfüllt sind, wenn man jedes Uij — Vij durch §ij ersetzt. Durch etwas 
weitläufige Rechnungen, die aber keinerlei Schwierigkeit bieten, veri- 
fieiert man ferner, dass die Gleichungen (27) integrabel sind; und andrer- 
seits erkennt man unter Benutzung der Formel 
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316 Siebzehntes Kapitel, Überräume, 

die eine einfache "Folge von (25) ist, dass die Infcegrabilitatsbedingung 
(16) und infolgedessen die universeile CodaKKi'sche Formol in dem de- 
formierten Räume bestehen, wenn die Gleichungen (27) erfüllt sind: 
Diesen Bedingungen allein ist also die Wahl der «^ unterworfen. 
Ist ein beliebiges System von Functionen v gefunden, die den Gleichungen 
(27) genügen, so wird alsdann die Formel (26) leicht zur Kenntnis 
der Änderungen führen, welche die Deformation in den verschiedenen 
Krümmungen hervorruft: 

"^' - 5? +2" (§"'•" + ^'<*''-) + ä^^'i"-. . 

Dül, _ _ j^' + §„»,,, -2^ E,,».; -_2'(^..''« + ^»»l.). 

Diese Formehi lassen sich mit Hilfe von (22) in mannichfacher Weise 
uniformen, und es ist besonders bemerkenswert die folgende Umformung 
der letzten von ihnen: 

(29) D§„ - ^ - (i + §,-.) (»,; - %) - 2 §,. (»« - ««) . 

§ 257. Theorem von Beez, 

Setzt man den K,aum als unausdebnbar voraus, wobei dann die 
Form iß identisch nuU sein muss, so haben die Functionen u ebenso 
wie die Functionen v die Eigenschaft %; = — m.j, und man kann daher, 
wenn k>2 ist, d = m annehmen; denn wenn die Gleichungen (28) erfüllt 
sind, so reducieren sich die Bedingungen (27) notwendig auf die (23). 
Sind die v in dieser Weise gewählt, so sieht man nach dem in § 255 
gesagten sofort, dass die neuen Axen sich in den Lagen befinden, welche 
die alten (willkürlichen) infolge der Deformation annehmen, und man 
kann daher das Zeichen D durch 9> ersetzen (vgl. § 204). Es bleibt 
also ebenso wie bei den Deformationen der unausdehnbaren Flächen 
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jedes orthogonale Äxensyatem orthogonal; aber für m>2 hat dies nichts 
befremdliches, da sich in Wirklichkeit der Eaum nicht deformiert. 
In der That erMlt man aus (29)''sofort S'§;j = 0, d, h. die geodätischen 
Krümmungen variieren nicht; «nd dann sieht man auf Grund der Gruppen 
(y) und (d) der Codazzi'scben Formeln, wenn man (25) beachtet, dass 
auch die Normalkrümmungen und die geodätischen Torsionen nn- 
geändert bleiben; denn für jedes Tripel von Werten, die man i, j, h 
erteilt, bewahren sechs (im allgemeinen) voneinander unabhängige Func- 
tionen der sechs Krümmungen Sl^,^f,...,^ij, nämlich SZ^^jk-{-^ij^ik, 
S^jSZj^ — ^si' Hnd die andern analogen, ihre Werte. Es bleiben also 
alle Krümmungen ungeändert, und auf diese Weise ergiebt sich eine 
wichtige Thatsache, die von Beez angegeben und dann von ßieci 
mehr in Evidena gesetzt worden ist, nämlicli die Unmöglichkeit, 
einen unaasdehnbaren Raum au verbiegen, wenn derselbe mehr 
als zwei Dimensionen hat. Wahrend man einen nnans dehnbaren Faden 
solange verbiegen kann, bis man ihm eine beliebig vorgeschriebene 
Form gegeben hat, haben wir bereits gesehen (§ 170), dass eine un- 
ausdehnbare F^che durch Biegung nicht eine beliebige Form annehmen 
kann, und jetzt lernen wir aus dem Theorem von Beez, dass es genügt, 
einen Raum von drei oder mehr Dimensionen unausdehnbar zu machen, 
um seine vollkommene Starrheit herbeizuführen, d. h. um bei ihm 
jegliche Formänderung zu verhindern, und es hat also ganz den An- 
sehein, als ob die wachsende Dimensionenzahl die Biegsamkeit des 
Raumes zu zerstören strebte. Ferner zeigt uns die obige Analyse, dass 
die von Beez entdeckte TJnmöghehkeit zum grossen Teile darauf beruht, 
dass der Raum sich derart deformieren mnss (®Q1:^' = 0J, dass die 
niedern Räume, welche ihn erzeugen, nicht aufhören sich in der von 
dem Dupin'schen Theorem vorgeschriebenen Weise zu schneiden. Daraus 
ergiebt sich anscheinend eine solche Starrheit in der geometrischen 
Structur des Raumes, dass es unmöglich ist, ihn zu einer Deformation 
zu bringen, ohne dass die erzeugenden Räume sich ausdehnen oder 
zusammenziehen. Ausnahmsweise hört diese Starrheit auf, wenn in der 
Determinante K alle diejenigen Hauptunterdeterminanten dritter Ord- 
nung verschwinden, welche eines oder zwei gegebene Hauptelemente 
enthalten, und wenn demgemäss eine oder mehr Normalkrümmungen 
und geodätische Torsionen variieren können. Diese Wiederherstellung 
der Biegsamkeit hat ihren eigentlichen Grund in der grösseren Frei- 
heit, mit welcher der Raum wegen der teilweisen oder vollständigen 
Unbestimmtheit seiner Krümmnngsscharen dem Dupin'schen Theorem 
genügen kann. Solehe Ausnahmsräume sind kürzlich von Banal studiert 
worden unter Benutzung des mächtigen Hilfsmittels der absoluten 
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Differentialreehnung, welche von Ricci für die natürliche Ana- 
lysis der aUgemeinsten geometriachen Mannigfaltigkeiten erfunden wor- 
den ist. 



Damit über den oben gegebenen Beweis des Theorems von Beez 
kein Zweifei übrig bleibe, wollen wir noch zeigen, daas, wenn die 
Krümmungen sieii nicht ändern, der Raum nur eine starre 
Bewegung ausführt. Wir nehmen ein orthogonales System unbe- 
weglicher Axen an: Es seien «;(,, «üi ■ ■ ■> "« "^^ Riehtungseoainus' 
der Axe * und a^o, %,..., a:„ die Coordinaten des Anfangspunktes. Aus 
§ 249 ist zu entnehmen, dass unter Voraussetzung der Unausdehnbarkeit 
die Uij gerade die Componenfcen der Rotation sind, wie die % die 
Componenten der Translation. Es seien w,j und v^ die analogen 
Grössen inbezug auf die unbeweglichen Axen. Um sie zu berechnen, 
bemerken wir, dass die Variationen der Coordinaten 

von M inbezug auf die unbeweglichen Axen offenbar die Werte ^«,-^% 
haben und sich andrerseits durch die w und die | in folgender Weise 
ausdrücken lassen müssen: 

(30) v, + 2viSj = ^i!,ju,. 

Man braucht nur die beiden Axensysteme miteinander zu vertauschen, 
um zu sehen, daas gleichzeitig 

ist, und daraus die erste der Formeln 

(31) v,-2-,'', + 2-l«it!',, »«-Ä.«««u 
abzuleiten. Zu der zweiten gelangt man dadurch, dass man W; in (30) 
einsetzt und die Coefficienten von |, miteinander vergleicht, nachdem 
man zuTor bemerkt hat, dass 

«,= — ^o^i, 

ist. Dies vorausgeschickt differenzieren wir die zweite Formel (31), 
indem wir die Unbeweglichkeifcsbedingungen berücksichtigen: 

Wenn man in dem ersten Bestandteil der zweiten Summe /c mit ni ver- 
tauscht und in dem zweiten Bestandteil l mit m, so kann man auch 
schreiben 
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gl 



uYeränderlichkeit aller K: 



und da man, um die UuYeränderlichkeit aller Krümmungen auszu- 
drücken, aus (26) erhält 



ist, d. h. dass alle u,j constant sind. Ebenso findet i 
Fücksichtigung der Formeln (11) 

und es ist klar, dass die letzte Summe ver seh windet, da die Elemente, 
welche den Anordnungen jh und kj der Indices entsprechen, gleich und 
von entgegengesetzten Zeichen sind. Inzwischen hat man 

Also liefert die Differentiation von (30) 

mithin sind auch die v^ alle constant. Es iat also wahr, dass der 
Raum nur eine starre Bewegung ausführt in dem Sinne, dass alle seine 
Punkte dieselbe Translation (v^, w,, . . ., vj erfahren und dieselbe Rota- 
tion, die durch die Constanten vy definiert ist. 
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Verseliiedene Bemerkungen. 



über die Anwendung der Grassmann'sohen Zahlen. 

Dip \.nweDdung lei iltemierenden Zahlen verleiht den Eechnuiigeii 
und den Gesultaten dpi n^tiirliclien Anatysis der S'läolien eine sehr präcise 
und elegante Toim und gestattet im besondem, die drei Formeln von 
Codazzi in eme emzigL zusammenauziehen. Den bekannten Bedingungen 
(§ 148) die fixe die ünbeweglichkeit des Punktes (a!, y, «) notwendig und 
hinreichend sind, lasst sah die Form geben 

k^ = äSr -ia^ + iE . 32/ + kg . ks, 

wenn man übereinkommt, dass die Einheiten 1,3, k vera eh wind ende Quadrate 
haben, nnd dass ausserdem die Bedingungen 

(2) i = 3k = — kj, 3 = ki= — ik, k = 43 = — ji 

erfüllt sind. Man kann aber die Formeln (l) durch Summation in die eine 
Formel 

(3) 1? = "«-' 
zusammenziehen, in welcher nur die beiden Vectoren 

fl = ia: -|- j*/ + k^ , w = iE + jSZ +kg 

auftreten. Auf diese Weise reduciert sich die Differentiation nach dem 
Bogen auf die äusserst einfache vectorielle Operation, die durch das Symbol 
w dargestellt wird. Es ist also von Wichtigkeit, die Wirkung der Opera- 
tionen (0% (0*, . . . auf die Fundamentaleinheiten zu kennen. 

Man muBS vor allen Dingen beachten, dass nach den Vereinbarungen 
(2) das Product von drei Fundamentaleinheiten im allgemeinen gleich Null 
ist ausser, wenn nur der zweite oder nur der dritte Factor gleich dem 
ersten ist. In diesen beiden Fällen reduciert sich das Product auf den übrig 
bleibenden Factor, der bezüglich mit dem umgekehrten Vorzeichen oder mit 
dem eignen Vorzeichen zu nehmen ist. Es ist mit andern Worten 

(4) ii3 = — 3, i3i = 3, 
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über die Anwendung der Grassmann' sehen Zahlen, 
Daraus folgt, wenn man allgemeiner die veetoriellen Operationen 

Ml = ia^ + 3&i -|- kcj, % = i«ä + j''3 + ^^ 
betrachtet, dass die Operation 

+ ji-^i«« + Öihh + 3ls'»iCa 
.gewandt, das Resultat 



'i. B. auf die Einheit t ! 

liefert. Es ist also 
(6) ».«,»- 

Wendet man 



(6) 

Im be sondern ist 
(7) „H = -t» 
WO K den Modul 



~ l (aj (»2 + bj Ös + Ci c^) + »a «1 - 
auf die scalaj-e Einheit an, so erhält i 
11 3 ^ 



10^ = und 



-ä^^+cosr, 



,su = ~k«ä+ü: 



1 darstellt. 
Jetzt ist es sehr leicht, die Formoln ; 
die successiven Differeatialquotienten von 
drücken lassen. In der That gieht, wenn 
Krümmungen absieht, die Formel (3) 



findea, mit deren Hilfe sich 
, t/, z linear in %, y, s aus- 
aan von den Variationen der 



Pi 



= 01"^- 



C8J 



id illes reli lert sich auf die Berechnung der Resultate der Operation ro", 
gewandt auf iie Fundament aleinheiten. Zu diesen Resultaten gelangt 
m leicht mit Hilfe dei Foinieln (7) und der folgenden, die evident sind, 



^üQ — 'kei, e>j = lsE- 



Denn wenn man beachtet, dass das Resultat von 

veetoriellen Operationen, die auf eine scalare Grösse angewandt werden, null 

ist, so erhält man 



Will man 
liefern, so 



1 besondem die Formeln haben, welche die aweiten Äbleitunger 
t 



d. h. auf Grund i 



i (7) und 1 



>(8) 



j^lC^ — ul. 



-9r?/ + g.). 
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322 Verschiedene Bemerkiiugen. 

Diese Gleichung spaltet sieh offenbar in 

Jf --«■!/+ OT (S« + S?, + §s) , 

Zu den zweiten Gliedem muss man noch die Terrae hinzufügen, welcke 

von der Variation der Kriinamungen herrührea, d. h. 

dm d§ d§ ^ d^ d€ d&t 

äs " ds ' äs äs ' ^ ds ds 

Eine andere bemerkenswerte Folgerung werden wir aus der Formel (5) 

erhalten, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, dasa 

(9) (MiMg — «.aWi)l = €0,ffl, — Mifta 

ist. Es sei ioi-j- jfe + lCc die vectorielle Operation, welche mit w^Wg — (o^(o^ 
äquivalent ist, es sei also 

(ia+ j& + k3)ß= (oi^Wg— «gOjJß. 

Auf Grund der Formeln (4) tat man 

Unter Beilicksiehtigung von (9) ergiebt sich aJso 

1 3Ö + Tee = ifflgO^ — loj^iig , 

1 i« + j6 = kwgCj — kto^Ca , 
ferner durch Summation 

(10) 4» + j 6 + kn - I (»,»,-»,»,)-«,«, . 

Demnach reduciert sieh die Operation Wjojj — -»giB^, welcie, ange- 
wandt auf die scaiaren Grossen, mit 2o>^m^ äquivalent ist, bei 
ihrer Anwendung auf einen Vector auf w^a^. 

Dies vorausgeschickt wollen wir auf der Fläebe eine zweite Curve be- 
trachten, welche im Anfangspunkt die Axe p berährt, and mit Hilfe der Indices 
1 und 2 alles das unterscheiden, was sieh auf die erste oder die zweite 
Curve bezieht, q^ und g^ seien die Parameter, welche die beiden Curven 
in einem zweifachen Orthogonalsystem definieren, das auf der FlSche ge- 
zeichnet ist, und man setze 

w, = iETj -f äS»?, -\-^i§l, »2 = %S7^ — i^ü + kgg , 
Die Bedingung (3), geschrieben für die Curven der einen oder der andern 
Schar, wird 

(11) ^ = (a,ß — l, ^ = - «B^ii - 3 , 

und es ist bekanntlieli für die Existenz von Sl notwendig und hinreichend, 
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(12) 



Über die Anwendmig' der Gi 



d log Qi 3Ü 



B^si a log g^ dsi 
ds, ds, "+■ 8s, ds, ■ 



Inzwisdien leitet man aus den Formeln (ll) ab 

und in dem besonderen Falle Sl = wird die Formel (12) 

. log O, .d l0£[ o„ 

jwi-|-i''aä i g^^ j g^^ 

Die linke Seite bat den Wert i^i — Ögs — lc{S^ + S^) , niitliin ist 
_ __ glog ft ^ _ Slog ft ;r , ir — n 



und man kann dabor setzen Sj^ = 
Formel (12) sofort auf 



- So = E . Nuumebr reducierfc sieb die 



Dies 



lan das Tbeorem (lO) berüeksicbtigt, 



i Gleicbung, welcbe die drei Codazzi'scben 
chliesst. Man gelangt zu denselben (vgl. § 154), ■ 
bemerkt, dass die recbte Seite nacb (6) den Wert 

i 3 k 

bat. 

Wir fordern den Leser auf, die Anwendung eines analogen Calcüls in 
den Überräumfin zu versneben, indem er sieb ein System von Einbeiten (y) 
mit zwei Indices denkt, die vor allem die Eigenschaft baben, üir Vorzeieben 
zu wecbseln, wenn man die beiden Indices miteinander vertauscht. Man 
wii'd ferner voraussetzen müssen, dass («^^(ÄZ)^© ist, wenn *, j, fc, l alle 
voneinander verschieden sind, und dass man (ij)(j^} = ii^) hat, so dass 
im besondern (!))^== — (jO (? j) ^ "~ Oi) ^0 ist, während dagegen die 
Eiaheit (?j), links mit (n) oder rechts mit (jj) multiplieiert, sich nicht 
ändert, u s w ^ on dem atif diese Vereinbarungen gegründeten Caleül 
eihalt man em klares geometnscbes Bild, wenn man annimmt, dass die 
Ecken eine« i^H — 1) fat.ben n edroida mit 1 bis « numeriert sind und dann 
mit (i?) die Operation beaeidinet wiid, weiche in dem Durchlaufen der von 
dei Ecke i ns^eh der Ecke ) fühlenden Seite besteht. Die oben benutzten 
Ziblen beziehen sieb auf den Fill n = S, in welchem die Einbeiten 



l-(32), 3 -(13), k_(21) 
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■Über das Gleichgewicht biegsamer und unausdehnbarer Faden. 

Es sei ia einem linearen w-dimensioaalea Eaume ein vollkommen de- 
formierliarer Faden gegeben, und wir wollen ala Äsen die Tangente, die 
{n — l)-Normale, . . . und die Hauptnormate ia einem beweglichen Punkte 
des Fadens wählen. Dieser wird als unendlich dünn vorausgesetzt, jedoch 
derart, dass jedes Element ds eine gewisse Masse qds hat. X^ sei längs 
der Axe i die Componente der auf g^ds wirkenden Kraft, berechnet für die 
leinheit, und «^ die Projection der Verrücknng auf dieselbe Ase. Die 
" !S Fadenelements nach der Deformation sind offenbar 
proportional zu dS'\- ättj^, du2, äu^, . . . , äu^, und man hat also, wenn 
man mit T die Spannung pro Längeneinheit bezeichnet, für den Fall des 
Gleichgewichts mit den äusseren Kräften 

qXfds -^ äiTj^j =0, 

wobei zu TSu^ für den Fall i = 1 aoch 2'ds hinzuzufügen ist. Inzwischen ist 
hier die Bemerkung von Wichtigkeit, dass die Fundameatalformeln (§ 237) 
für die Richtung (a^, ßg, . . . , a„) , wenn man dieselben in der Form 



schreibt (was immer möglich ist, und zwar für jeden Wert \ 
übereinkommt 



auch dann bestehen, wenn man anstatt der a die Projectionen 
in variablen Segments auf die Axen betrachtet. In der That ist 

öpa- = a,dp -4- pdcff = dpa, + I — — ■ ds . 

Wir können also schreiben 

\ ds J \ ds J ' e„_i+a e«_i+i 

und die Gleichungen für das Gleichgewicht werden im allgemeinen 

Endlich kommt nach vollständiger Elimination des Zeichens S 

a r /röw, M. , w. , , NT T du, , T du,,, 
gX 4- — 5' I ^4- — "^ I + '-' i '+} 

Tu. „ Tu.,^ / 1 I \ 

Auf diese Weise gelangt man für *== 1, 2, 3, . . . , «, wenn man alle ge- 
troffenen Vereinbarungen im Äuge behält, zu den fundamentalen natür- 
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Übel" das Gleichgewicht biegsamei- und unaua dehnbarer Fäden. 325 

liehen Gleichungen für das Gleichgewicht eines Fadens in einem 
linearen »-dimeasionalen Eaume: 

,J r /du , «[„ n M \"1 T /f^W» St. 't, A 

Ä +i[KS=+"^+"ir)]+K£^-^+') 

Ira besondern ündet man füz m = 3, wenn man mit X, Y, Z, m, », w 
die Componenton der bisi^bleumgenden Kraft und dei Veiiuckung, mit p 
und I den Flexions und den Torsloasiddius hezeichnet, die Gleichimgeu 

»^ + aWS'-f + ')]-f(£ + V + 7)-». 

»^+i[-(S+i+T)]+fG-f+')+v(:!;-f)-». 

die von Maggi angegeben worden sind. Wenn der Faden uEausdehnbar 
ist, so braucht man nur zu beachten, dass sich die Variation des Elements 
ds ans der Eelation 

(äs + dds)'= {ds + Su^y+ (5%)*H h {suj 

ergiebt, aus welcher im Falle iiifiiiitesim.aler Verriickungen Sds^^ Su^ folgt. 
Dann sieht man, dass die TJaausdehnbarkeit immer durch die Gleichung 



Wenn man von den Verräckungen absieht, so redncieren sich die ge- 
fundenen Gleichungen auf die äusserst einfache Form 
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und man. sieht, dass der Faden immer eine derartige Lage annimmt, 
dass die osculierende Ebene in jedem Punkte die beschleunigende 
Kraft enthält. Dieses Theorem bildet eine neue Erklärang dafür {§ 153), 
dass ein Faden, der über eine Mäche gespannt wird, die Gestalt einer geo- 
dätischen Linie annimmt. In der That setzt die Fläche Sem Faden, der die 
Neigung hat, gerade zu werden, eine normal gerichtete 'Eeaction F ent- 
gegen, die aber auch in der osculierenden Ebene der Gleichgewiebtseurve 
liegen mass. Diese ist also derart, dass die osculierende Ebene in jedem 
Punkt« senkrecht zur Fläche ist, mithin ist sie eine geodätische Linie. Ferner 
ist ersichtlich ^qF^ T ^ Const., d. h. die Eeaction, berechnet pro Längen- 
einheit, ist proportional zur Krümmung des Fadens, und wir können 
uns auf diese "Weise erklären, weshalb in dea Berübnmgspunkten des Fadens 
mit den Asjmptotenlinien der Fläche die Eeaction fehlt. 

Aus demselben Theorem folgt, dass die Gleichgewichtscurve eben ist 
im Falle von Kräften, die von einem Centrum ausgehen. Wenn die be- 
schleunigende Kraft eine unveränderliche Richtung hat, so drückt mau dies 
aus (§ 12), indem man schreibt 

wo rp die Neigung der Tangente des Fadens gegen die Richtung von X ist. 
Die Gleichungen für das Gleichgewicht werden 

qX cos y -)- j — ^ 0, g'Xsin q> = — , 

and es lässt sich daians, wenn man X elimmieit und mtegnert, leicht ab- 
leiten, dass i sm 9? längs des ganzen Fadens emen constanten Wert T^ 
bewahrt, so dass man hit 



Hier bieten sich zwei bemerkenswerte Spedaltälle Wenn dei Fiden homogen 
(g coustant) ist, so giebt die letzte Gleichung 



/ Xds = — H cot 91 , 



wenn man T^ = aq setzt. Daraus folgt, dass die natürliche Gleichung 
der Gleich gewicbtseurve 



■i(« + ¥(/"^)') 



ist Wenn ferner der Faden nicht homogen ist, wenn man dagegen die 
Dichtigkeit von einem Ende zum andern derart variieren lassen will, dass 
er überal! der deformierenden Wirkung gleich stark widersteht, so muss 
man setzen T=aq, wo a constant ist. In diesem Falle leitet man aus 
der zweiten Gleichung für das Gleichgewicht ab 
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über die ElastJcitätsgleichiiDg-en in Üben-äu 
X = -"- , I Xds = a los ig -] 



Wenn z B X constant lot (uiil zwii liann man imnei annehmen Y=l) 
wie es bei emem schweren Faden lei Fall ist 1er m zwei Punkten be 
fe'ftigt sich untei dem Emflnss fler behweie m dei (rleichgewicbtsiage be 
fiiJet 3inn VieiilpQ de bellen loihirt eihiltenen atiiilicb.Hn Glei hungeii 



und stellen die gewohnheke hettenlime und die Eettenlmie gleichen Widei 
Standes dai Auf diP e Weise lechtfertig u sich die Namen welche wii 
diesen Curven fegeben haben (§ 5 b, c) 

Ebenso schnell und mit ebenso einfachen Mitteln las^>en sich andeie be 
kannte Fragen dei Mechanik behandeln Wji fordern den Lesei auf eine 
\nwendung dei hier auseinanderjjesetzten Methode auf das Studium dei 
Pefonnation ^on Fasern oder mi.terieU.en Linien anznwei den die n einen 
elastischen Korper liegen Dabei hat man statt der Spaj nu g die inneien 
Kiäfte zu beflachten die in allen Eichtungen auf jede^ Elen ent dej Fispi 
wiiken Die Foimeln welche man m liesei Weise erh If musien tu ilie 
Behandlunif speciellei Piobleme analoge Voiteilo bieten wie es lie krumm 
limgen Cooidinaten thun 

Über die Elasticitätsgleichungen in Überräumen. 

Die von Beltraml in seiner Abhandlnng über die allgemeinen 
Elasticitätsgleichungen angedeuteten Eeehnungen lassen sieh mit einer 
gewissen Leichtigkeit und nicht ohue Eleganz auch in einem krummen 
Räume mit beliebig vielen Dimensionen ausfuhren, wenn man von der Be- 
zeiehnangsweise Gebrauch macht, die wir im letzten Kapitel angewandt 
haben. Erinnern vor uns zunächst darau (§§ 248, 249), dass für W|) = 
die CoefGcienten der Verlängerung und die körperliche Dilatation pro Ein- 
heit durch die Formeln 



h^S.,«,, »-^<'-2{l+§^". 



gegeben sind. Wir werden ferner die Änderungen Ö,, dei Winkel zwischen 
den Elementen der Coordinatenlinien zu betrat btpu haben unl die doppelten 
Componenten #,-; der Rotation des Mittels Ihie iusdiucke genmnt man aus 
den Formeln 

T(».J-%)-%.-Jsf-fe».-, 
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die sieb, im wesentliclieii auf eine einzige reducieren (§ 249), ' 
beachtet, dass 



(2) -l-{Ali,'+B2c'.) 

als den einzigen ■wirksamen Teil des Potentials für die Bildung der unbe- 
stimmten Gleielmrigen annimmt, so gelangt man durch das gewöhnliche Ver- 
fahren au den Gleichungen 

(3) X, + ^1^ + B_2'(a; + ^' ^ *')*" + 2^»i = 

ohne den letzten Term in dem ersten Gliede. Dieser letzte Term ist noch 
Bu berechnen, damit die Formeln (3), abgesehen von der Variation der 
Isotropiecon stauten, die allgemeinen Elasticitätsgleichungen isotroper Medien 
in einem beliebigen krummen. Eaume oder Ubcrraume werden. Inzwischen 
erhält man, wenn man das ¥on Beltrami zur Auffindung der Formeln (4) 
seiner Abhandlung eingeschlagene Verfahren befolgt, anstatt unserer Formeln 
(3) die Gleichungen 



In welchen die T, und die I j die Spannungen dei Elemente der Coordmaten 
iinien und flcitten sind Der dem Iptztpn ^ummenzeichen beigefugte Index i 
soU daran erinnern, dass hei der betiefienden Summition dei duich den Weit 
j = i deflmertp Tenn tortzulassen ist Die Formeln (4) sind unabhängig 
von dei geometrischen Natui des Baiimes sowie von der physikalischen Be 
schafEenheit dea Mittels "Wenn man diese speLiabsiert durch Einfühlung 
dei Voiausset/uns; dei Isotropie, &o hat man 

r =— ( 4— 2Ji)©— 2Se,, I =—IJÖ , 

und die Gleichungen (4) werden 

Sun liefert der Vergleich mit (3) unter Berücksichtigung der Formeln (l) 



InKwischea ist 



-a;2""«'-=2""Ä, + Ä2 (*-«"■>'■ 
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Andrerseits hat man auf Grunil der Integrabilitätsbedingung {§ 249) 

2"5^=2"'(4 + «')& + «5 

mithin 

Setzt man in (5) ein, so kommt 

..-§,(»,-g)~j§.(».-|)-»-2G|i+») 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass a^ eine lineare Form in den w ist: 
Tasst man die Glieder zusammen, die Mj- als Factor haben, so erhält man 

(6) «„ _ (g, - a,) §„■ - ^^ (§,■ - §.,) - _2' f. J« 

für J^j- Dagegen ist 

(') «-.—1-^(1 + &§"+*)■ 

Jetzt tonnten wir die Coefficienten a durch die Functionen Q ausdrücken; 
aber es ist zweckmässiger, die Normalkrümmungen 92" und die geo- 
dätiselien Torsionen E einzuführen, indem man die Gruppen [y] und 
{S) der allgemeinen Codazzi'scben Formeln (§ 246) berücksichtigt. Die Formel 

(7) iBsst sich in folgender Weise schreiben: 

Die zweite Summe ist gleich 
Also ist 

oder naoli den Formeln (y) 

(8) o„ — ^(cl?,W,- -- El) . 
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Ebenso kann man den Gleichungen (6) die Form geben 

.«-§«2"''§«-Ä;2""*'-2'« 
'-+(§«-§„)§>?{, 



-rm 



d. h. auf Grund von (S) 

(9) ais = -2 (Ph^u + ^i.^jk) ■ 

Diese Formel zeigt, dass «,-; = %; ist. Man wird also dazu geführt, die 
quadratische Form 

(10) ^7 = 12^ «■■;%% 

zu betrachten, deren erste partielle Ableitungen gerade die a^ sind, tlm 
zu erkennen, welches die Bedeutung von U ist, bemerke man, dass man 
zu den öleichungen (3) ebenso gelangt sein würde, wenn raaa als wirk- 
samen Teil des Potentials den Ausdruck (2), vermehrt um ^BU, ange- 
nommen hätte. Dies kann man so ausdrücken, dass die Krümmung des 
Raumes einen Verlust an elastischer Energie zur Polgfi hat, wie wenn 
ein Teil dieser Energie von dem Körper darauf verwandt würde, die 
Schwierigkeit zu überwinden , die ihm die Defoimatioa in einem nicht 
linearen Baume bietet. Es kann jedoch der Fall emtieten, dass 1/ < 
ist, und dann ist die elastische Energie wiedeium tnfcpusiver als die, welche 
in einem linearen Eaume vorhanden sein wüide, wie wenn die Form des 
Raumes derart wäre, dass sie die elastiscben Deformationen vielmehr er- 
leichtert als erschwert. Mit andern Worten: Denken wii uns den Raiun 
erstarrt in seiner geometrischen Beschaffenheit und setzen wir andererseits 
die Materie als begabt mit einer Art von Tiagheit voiaus, auf Cfrund 
deren sie immer das Bestreben hat, sich so zu deformieren, als ob sie 
sich in einem linearen Eaume befände, so können wir sagen, dass 
der Raum gegen diese Tendenz mit Kräften reagiert, die das Potential 2SU 
besitzen. 

Z. B. hat man im Falle eines zweidimensionalen Raumes «,i = «aa '^ -^i 
ffljg = 0. Mithin ist U ^ Y^i'^h^ "^ ^^f ^^^ ^'^ Gleichungen (3) 
werden 

Z, + ^ ^-^ _ ü «?-•+ 2BK«, - , 

X, + a|^ + J(||. + asxa, _ 

und bleiben ungeändert bei den Deformationen der Fläche, wenn man sie als 
biegsam aber unausdehnbar voraussetzt. Demnach ist auf einer Fläche der 
Verlust an elastischer Energie proportional dem Quadrat der Verrückung 
und der Krümmung der Fläche in dem betrachteten Punkte. Für einen 
beliebigen Baum gilt etwas Analoges. Denken wir uns in der That, der 
Raum sei auf sein Krämmungssystem bezogen. Alsdann sind alle Tor- 
sionen E null, und man erhält aus den Formeln (9) ß,-j = 0, während 
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man aus (8) ersielit, dass a,. die Summe der totalen KrÜmmuEgen a!ler Goordi- 
natenflächen ist, die die Linie q, enthalten, Bezeii^lmet man nun mit Uij 
die Projection der Vemifliuiig' -vxi ilie fläclie q;q, und mit It,, die totale 
Krümmung dieser Placke, so wiid die Gleiehuiig (lOJ 



ff-i^'^f«' 



Der Verlust an elastischer Energie in einem krummen M-dimensionalen 
Räume ist also gleicli der Summe der Verluste, die von den -^«(w — l) 
Krümmungsflächen herrühren. 
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Sachregister. 



Abwickelbare Flächen (siehe auch 
RegelfläohenJ ITOff. Definition 166. 
Jede abw. Fl. ist der Ort der Tan- 
genten der Eüokkekrkante. Die En- 
veloppe von oo' Ebenen ist e. abw, 
Fl, 171. Bei I>rebung der Erzeugen- 
den um e. otttog. Trajectorie (um 
coiwtanten Winkel) bleibt die Fl. ab- 
wickelbai 176. 

Abwickelbarkeit zweier F15,ohen auf- 
einander 216 ff. Die Krümmimg in 
entsprechenden Punkten ist dieselbe 
217, Fl., die auf Rotationsfl. ab- 
wickelb, sind 238, 

Abwickelung einer Cnrve auf e. andern 

__ (siehe auch Eollcurven) i 



Ähnlichkeit zweier Curven 381, 



Anha- 



!ohe Curven ( 



1 Hal- 



i)_ 130 u. 131. Ihre barycentrische 
61, Sie sind e, Grenafall der sjnune- 
triBobenDreieckscurven 131, Satz über 
■ibie Erünimung 132, 
Asymptote 7, Äs. als Grenzlage der 
Tangente 23, Asymptoten e, Eegel- 
BcbmttB 41, Gl. des Aeymptotenpaars 
in baiyc. Coovdinaten 121. 
Äsymptotenlinien auf einer Fläche 
193, charakterisiert durch Versohw. 
der Normalkrümmnng 194. Sie wer- 
den bei sphärischer Abbildung um 
n;/2 abgelenkt 206. Tormel von Bonnet 
für ihre Flexion 208. 

veloppable e. 
Fläche zweiten 



Asjmpfcoti 
Regelfläche 2S 
Grades 240. 

Asymptotisch 



nkte e. eb. Cnrve 



Asymptotische Kreise e. eb. Cm-ve 

12—13. Mittelp, des as. Kr. als Grenz- 

lage des Erümmungscentrums 23. 
Astroide (Hypocycloide mit vier 

Spitzen) 10. 
Ase eines linearen Compleses 163. Siehe 

auch Eegelsclinitt , Botationsflädie, 

Fl. ew. Grades. 
Banal's Untersuch, über I^ume mit 

voUat, oder teilw. Unbestimintiieit der 

Krümmungssysteme 317, 



Barycentrische Analysis 111 ff. 
Anwend, auf Kegelschnitte, sjmmetr, 
Dreiecke curven, anharm, Curven (siehe 



Barycentrische Coordinaten e, 
Punktes auf e. Geraden 111, in der 
Ebene 112, in e, linearen m-dimen- 
sionalen Räume 297, 

Basis e, EoUcnrve 81, 

Beez'acheB Theorem über die Starrheit 
gewisser unausdeimbarer Rämne 316, 

Beltrami's Satz über die Krümmung 
des Schnittes e. Fläche mit d. Tang.- 
ebene 223, Relationen für sphärische 
dreidim. Räume 2Sä, 

Bertrand'sche Curven 186 ff. Ihre 
Hauptnormalen sind Hauptn, e, andern 
Curve 186. Einematisehe Eigen seh. 
der Bertrand'schen Curven 189. All- 
gemeinere Ciirven 189 u. 190. 

Berührung «-ter Ordnung zwiscben 
zwei ebenen Curven 67 ff. Notw. u. 
hinr. Beding, für ihr Bestehen 68. 
Die Curven durchsetzen einander nur 
bei Ber. gerader Ordn. 69, Ber, 
höherer oder niedrigerer Ordn, zwi- 
schen Tang, n. Curve 5. 

Binormale e, gewundenen Curve 154, 

Binormalebene e, Curve in e. linearen 
vierdim. Räume 2S1, 

Bonnet's Sata über die Eibaucour' sehen 
Curven als Eollcurven 85 ; Formel für 
die Erttmmung einer Curve, die e. 
Schar von c»' Curven angehört in der 
Ebene 147, auf einer Pläehe 211 ; Satz 
über die geodät, Toraion e. Carve auf 
e, Fläche 196, Formel dafür 204; Satz 
über die geod. Torsionen von zwei sich 
recbtwinkl, schneidenden Curven 200; 
Formel für die Flesion der Äsymp- 
totenlinien 208. 

Brennpunkte eines Kegelschnitts 48, 
einer Cassinoide 60, 

Brioschi's Satz über Erümm,-linien 
const. geod. Krümm. 222, 

Brunel's Theorem über Curven in 
295 f 
Satz: Das einzige Elassoid 
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unter den Regelftäciien ist die 
Sohiaubenfläcte mit Leitebene 235. 

Catenuid. jEs ist das einzige Eotations- 
elassoid S2S, 2S3. 

Cardioide (besser Kardioide) 10, ale 
SinuBspirale yom Indes ^ 62, als Fuss- 
punktcurve des Kreises inbezug auf 
e. seiner Punkte 30 u. 64. Parabel 
und Kardioide sind inverse Curven 66. 

Cassinoiden (Caesini'scbe Ovale) 
50 — 63. Btennpunkte u. Mittelpunkt 
50. Ableitung aus e. Paar von Kreisen 
durch Traasform. vom Indei ^ 53. 

Centrafläche (= Evolute e. Fiacbe) 
217. 

Centralase e, gewund, Curve in e. 
Punkte ITüf. Kinematiscbe Bedeutung 
176, 177. 

Cesäro'sche Curven 54ff, Definition, 
Directrk, Pol. Der Kadiusvector teilt 
den Krünnnungradins der Evolute in 
const. VerMltnis 54. Natürliche Gl. 
56. Specielle Cesäro'sche Curven sind 
die Kreise (Indes 1), die Kegelscbnitte 
(Index — 2) 57. Curven vom Indes 
68. Invariante der CeBäro'scben Cur- 
ven. Gleichung des Leitkreises 77. 
Oscnlierende Cesäro'sohe Curven, Ort 
ihrer Pole 80. Zu jedem Indes ge- 
hört e, Eibaucour'sche Curve u. e. 
Sinusspirale (siehe diese) 64, 67. 

Chasles'sches Verteilungsgesetz der 
Tang.- ebenen e. ßegelfi. 167. 

Clairant's Sata über die geod, Linien 
e. BotationBflä,Ghe 327. 

Codazzi's Formeln für Plächen im 
gewöhnl. Eaume 203, in eine Formel 
znsammengefasst 323; für krumme 
dreidim. Eäame 286,387; für krumme 
*!-dim. Räume 306 f.; für Congruenzen 
264 f, 

Complementärflächen zu einer ge- 
gebenen Fläche 320. 

C mp 1 es , Liniencomples im Eaume 
162. Linearer und specieller linearer 
Comples 163. 

Congrnenz (Soliar von oo* Geraden 
im Baume) 163, 269 ff. Lineare Con- 
grnenz 164, Satz von Stunu: Jede 
Gongruenz verhalt sieh in der Umgeb. 
jeder ihrer Geraden wie eine lineare 
Congr, 263. Formeln von Hamilton 
261. Mittelpunkt, Hauptebenen, Grena- 
punkte, mittlerer Verteilungsparameter 
für eine Gerade der Congr. 263, Brenn- 
punkte und Focalebenen 263, Nor- 
male Congruenzen (bestehend aus den 
Normalen einer Fläche) 263; ihre Ge- 
raden sind dia Tangenten von oo' 
geod. Linien e. Fl. 220. Anwendung 
des Satzes von Sturm auf norm. Congr. 



rister, 333 

264. Isotrope Congruenzen, Satz von 
Kibaucour über dieselben 268, 

Conjugierte Dreiecke inbezug auf e. 
Kegelschnitt 119. Sie sind homolog 121. 

Kegelschnitte , die zu einem Dreieck 
conjugiert sind 119. Sie teilen die 
Seiten des Dreiecks harmonisch 120. 

Conjugierte Durchmesser e. Kegel- 
schnitts 43. 

Conjugierte Tangenten in e. Punkt 
einer Fläche: die Erzeug, e, längs e. 
Curve um die Ei. gelegten Develop- 
pablen sind zu den Tangenten der 
Curve conj, 306. Winkel zwischen con- 
jugierten Tangenten, Die Tang, des 
sphär. Bildes steht senkr, auf der 
conj. Tang. 206, 

C o n o i d. Definition ; Plücker'sohes Coaoid 
= Cylindroid 166. 

Coordinaten, krummlinige, und Co- 
ordinatenlinien in der Ebene 140, 
auf e. Fläche (Gauss'sche Coordinaten) 
198, im Räume 270. 

Curven in der Ebene 1 ff, Curven mit 
quadratischer nat. Gl. 18 — 20. Curven, 
deren Krümmung einer Potenz des 
Bogens proportional ist, 15 — 16; ihre 
Evoluten 38 — 39, Curven , deren 
Krümm, prop. dem Normalenabschnitt 
üw, Incidenzp, u. e. festen Geraden 
ist, 30—32. Curven, deren ose. Kreise 
e. festen Kreis unter const. Winkel 
schneiden, nachdem mau sie von den 
Berührungspunkten aus gleich stark 
dilatiert oder contrahiert hat, 66 — 66. 
Curven, bei denen jeder Punkt u. das 
entspr. Krümmungscentr. der Evolute 
mit e. fest. Punkt in gerader Linie 
liegen, 37—38. 

Curven im Baume 164 ff. Curven, 
deren Tangenten gleichen Abstand 
von e, festen Punkte haben, 183. 
Curven , deren Torsion proport. dem 
Quadrat der Flexion ist, 192. 

Curven in einem linearen vicrdim. 
Kaume 281—282. 

Curven in Überräumen 289 ff 

Gurvenscharen (siehe unter Scharen). 

Cuspidalasymptote 7. 

Cycloidale Curven (Bpi-, Hjpo- 
cycloiden, Cycloiden u. Pseudocycloi- 
den), Sie sind die Cesftro'schen Cur- 
ven vom Indes 58. Die Proj. des 
Eadiusvectors auf die Tang, ist prop. 
dem Bogen 27. Das Krümmungacen- 
trum gdiört der Polare des Curven- 
punktes inbez, auf den Leitkreia an 59. 

Cycloide 10. Alle Cjcloiden sind ähn- 
lich 28. Die Cjcl. ist allen ihren 
Evoluten eongruent 36. Ihre Nor- 
malen (z'wischen Incidenzp. undKrüm- 
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mungseentr,) werden Ton der Directris 
halbiert 26. Die Cycl. als Kollcurve 
84. Eollt e. Kreis auf e. Geraden, so 
umhüllt jeder DurclimeBser e. Cy- 
cloide 94. 

Cylindroid = Plüoker'BChes Conoid 
166. 

Darboux' Satz über Gurren auf e. Fl. 
209. 

Deforiaation, infinites., einer Fläche 
249 ff. Es bleibt im a%. ein einäges 
Tangentenpaar orthogonal 261. Cha- 
rakterist. Grieiehung 263, Änderung der 
mittl. u. tot. Krümm. 255. Invarianz 
der tot. Krümm, bei unausdehnb. 
Fl. 356. Änd. der Krümmungen e. 
Linie auf o. Fl. 257, Invarianz der 
geod. Kr, bei Linien auf unausdehnb. 
Fl. 268. 

Deformation von Überraumen 307 ff. 

Delaunay'eche Curvea als Rollourven 
86. Natürl. Gl., Einteilung in eUipt. 
u. hjperbol. Kettenlinien, Kettenl. als 
Grcnacurve aw. beiden 87. Jede Del. 
C. ist e. eongr, C, parallel, Diacussion 
der Del. C, 88. Die Basis umhüllt 
e. Punkt bei Abwickelung der Del. C, 
auf e. passenden Kreise 95. 

Developpable (siehe auch, abwickel- 
bare Fl.), charakterisiert durch Ab- 
wickelbarkeit auf die Ebene 331. Dev., 
die e. Fl. l&ngs e. geg. Curve um- 
beschr. ist. Bestimmung ihrer Rück- 
kehrkante 223, 

DifferentialcLUotient e. Function in 
gegeb.Richtung in der Ebene 136—137, 
im Eaume 269. 

Differentialparameter, erster, e. 
Function in der Ebene 137; ge- 
mi s c li t e r Diff.-par. zweier Functionen, 
goom. Bedeut. seines Verschwind. 138; 
zweiter Diff.-par. e. Function in der 
Ebene 139 u. 144 (Form TOn Lamö), 
auf e. Fläche 210, in e. dreidim. 
Räume 278 u. 279 (Form von Lame> 

Dilatation, lineare, bei inf. Deform, 
e. PI. 349. Flächendüatation 260. 

Directris e. Cesäro'schen Curve u. 
anderer Curven (siehe die Namen der 
Curven). 

Dupin's Theorem über dreif. Orthogo- 
nalsysteme 371 j analoger Sata in 
Überr'äumen 304. 

Dupin'sche Indicatrix (siehe Indi- 
catris). 

Durchmesser e. Kegelschnitts 42. 

Einbescliriebene Kegelschnitte 
■. Dreieck 123, einbesohr. Kreis 



124. 
Elasticitätsgleiohu 



Über- 



Elassoid (= Fläche mit mittlerer 
Krümm. Null). Die Asymptotenlinien 
bilden e. isottermes Orthogonalsystem 
232 u. 334, Jedes aweif. Orthog.-syst. 
auf e, Elass, bleibt orthogonal bei 
sphär. Abbild, 234. Die beiden Evo- 
Intenmäntel sind abwickelbar auf die 
Evol, e, Catenoids 247, Das einzige 
KotationselasB. ist das Catenoid 233, 
Das einzige Elassoid unter den Eegel- 
flächen ist die Schraubenfläche mit 
Leitebene (Satz von Catalan) 235, 

Ellipse 40 u. 118. 

Ellipsoid 239. 

Elliptische Paukte einer Fläche 304. 
Li der Umgebung e, eil. P. liegt die 
Fl. ganz auf e. Seite der Tang, -ebene 
205. 

Bnneper's Satz: Die tot, Krümm, einer 
Fläche in e. Punkte ist gleich dem 
negat, Qnadr. der Torsion der Asymp- 
totenlinien 204 u. 214, 

Entfernung zweier Punkte der Ebene 
in barycentr, Coord. 114, 

Enveloppe von oo' Curven in der 
Ebene, Sie berührt die eingehtillten 
Curv. 25. Env. e, Linie, wenn e, 
andre Linie ihrer Ebene auf e, Curve 
roUt 93; Fälle, wo diese Env. sich 
auf e. Punkt reduciert 96. 

Enveloppe von oo' Ebenen im Eaume 
ist e. abwickelbare Fläche 171. Bn- 
veloppen der Seitenfl. des Fundamen- 
taltriedera e. Raumeurve 172 ff. 

Epicycloide 10. Sie ist ihren Evo- 
luten ähnlich. Die Evolute unendl, 
hoher Ordn, ist das Centr. des Leit- 
kreises 37, Bpicycl. als Eollourve 83. 
Das Krümmungscentr, liegt auf der 
Polare des erz. Punktes inbez. auf d. 
Leitkreis 84. 

Euler'sches Theorem für die Nor- 
malkrümmung auf Flächen 202 u, 203. 
Übertragung auf dreidim. Räume 285, 
auf «-dim, Räume 307, 

Evolute und Evolventen e. ebenen 
Curve 33 ff, Natürl, Gl. der Evolute 
34. Höhere Evoluten 34—35, Die 
Evolute unendl. hoher Ordn. reduc. 
sich auf e, Punkt 35. Entstehung 
der Evolventen durch Abwickelung e. 
Fadens 34. 

Evoluten und Evolventen e. Raum- 
eurve 174. Die Evoluten lieg, auf 
der Polardevelopp. und werd, geradl., 
wenn man diese auf die Ebene 
ausbreitet, Ableitung aller Evol, aus 
einer durch Dreh, der einhüllend. Nor- 
malen 175, Die Evolventen e, cylindr. 
Schraubenlinie sind eb, Curv, 194. 

Evolute und Evolventen e, Fläche 
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317 ff. Die Evolute (Centrafl.) tat 
zwei Mäntel. Tangeatialobenen der 
Evolute 218. Die Eückkehrk. der 
NormaldeTeZ^p. e. Fi. sind geod. 
Linien der Evol. 219. Jede Fl. iat 
ein Evolutenmantel von imendl. viel. 
Scharen y. Parallelfl. Der andere 
Mantel ist d. Ort der geod. Krümmungs- 
eentra der otthog. Trajector. von oo' 
geod. Linien der fl. 220. Mechanische 
Erzeug, der Evolventen e. Fläche 221. 
Sätze über die Evoluten v. Wein- 
garten'schen Flächen 343 ff, 
leentricität e. KegelachnitU 48, 
Fl&chen. Allg. Theone der Fl, 193 ff. 
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Die Krfim- 
mnngalin. teild. e, isotherm. Syst, 234. 
Die Botationsfl, const. mittter. Kr, 
entsteh, durch Rotat. der Delannay'- 
schei» Curven nm ihre Leitlinien 333, 
Fl. nut d. mittl. Kr, Hüll (siehe 
Elassoide). 

Flächen conatanter totaler Krüm- 
mung 229? Rotationefl unter ihnen 
239. Zwei FI mit gleichor const 
Krümm sind aufem abwickelbar 
230, jede Fl const positiTar Kr 
auf e Kugel u ]Pde negatnei Kr 
in versch Weisen aut e Pseudoaphäie 
331. E Fl conat neg Kr laest sich 
auf ^ede Eot fl mit dera Kr deiart 
abwickeln daas e 1 elieb fechai au 
sammenlauf geod Linien nut den 
Meridiaüieu comcidiert 232 Die bei 
den Evolntenmantel e Fl const neg 
Kr, sind auf e Catenoid abwickelbar 
347. Die ema gen Fl nut d Kr Null 
sind die Ebene md die abwickelb 
Fl, 247 

Flächen die aut Rotationafl ab 
wickelbar smd 227 Tede aolche Fl 
ist e, Evolutenmautel e Weingarten 
sehen Fl (Sit? v Weingarten) 347 

Flächen zweiten Grades 236 ff. 
Identität mit den quadr, ßegelfl, 236. 
Die Krömmungslinien (aiehe auch 341) 
bild. e. isothermea Syst. 237, sind die 
Ellipsen und Hyperbeln der PL 243. 
Längs jed. Krümm.-Linie variiert die 
zugehör, Hauptkr. prop. mit d. Cubus 
der andern Hauptkr. 309. Jeder ebene 
Schnitt iat e. Kegelschnitt. Mittel- 
punkt, Scheitel der Fl. 338. Nabel- 
pnnkte 239. Krümmung in e. Punkte. 
Asymptot. Developpable 240, Satz von 
Joachimsthal über die geod. Linien 
242. Die von e. Nabelp. ausgehend, 
geod. Linien laufen in dem diametral 
gegenüberlieg. Nabelp, BUBammen 243. 

Flexion (aiehe Krümmung). 
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Focalase,Focaldistanabeie. Kegel- 
schnitt 43, bezw. 48. 

Function, harmonische 139. 

Fundamentalformeln für die natürl. 
Analyais dereb. Curven21; derCuiven 
auf e. Fläche 196, im Räume 156 u. 
157, in e. linearen m-dim. Raum 293 
(kinematisch abgeleitet 294); der Flä- 
chen 201 ; der zweif. Orthogonalsysteme 
ebener Curv. 142; für Begelflächen 
168 u. 169. 

Pundamentaltrieder e. gewundenen 
Curve 154. 

Fusspunktcurven 29, Construction 
des Krümmungscentr, der Fusspunktc. 
30. 

Gauss' sehe Formel (dritte Formel von 
Codaazi) 202. 

Geodätisches Dreieck 215. Sein 
Flächeninhalt 316. 

GeodätischeKrümmung (siehe unter 
Krümmung). 

Geodätische Linien auf e. Fläche 
193. Sie sind Charakter, durch das 
Verschwinden der geod. Krümm, 194, 
i estimm d kürzest. Weg zwischen 
zwei Punkten 200. Satz von Liouvilie: 
Zwei Schalen von oo' geod. Linien 
p nicht abwickelbaren Fl. können 
sich nicht unter const. Winkel schnei- 
den 225 Zwei orthog. Trajeetorien 
e Schal \on od' geod. Linien be- 
stimm auf allen gleiche Bogen 200. 
Geod Linien auf Fl. zweiten Grades 
*4' Geod Linien auf Kegelfiächen 
1»! Satz aber ihre osoul. Ebenen 
182 u 183 batz von Enneper über 
ihie Torsion 182. 

Geodätische Parallelen auf e. 
Fliehe 211 

Qeodatiache Torsion (aiehe unter 
Toi-aion) 

Gera Jen in dei Ebene 112ff. Geraden- 
paitre 115 Die Gerade als RoUcurve 
(siehe RoUourven). 

Geraden im Eaume 161 ff. 

Gleichgewicht biegaamer unauadehu- 
barer Fäden 324. 

Gleichseitige Hyperbel (aiehe unter 
Hyperbel). 

Gleichung, natürliche, einer ebenen 
Curve 3; sie bestimmt die Cm've bis 
auf e. Beweg, 4, Nat, Gleichungen 
e, gewundenen Curve lÖS; sie bestimm, 
die Curve bis auf e. Beweg. 159. 

Grassmann'sche Zahlen 330, 

Grav^'s Satz über die osculierende 
Ellipse 76. 

Grenzpunkte auf einer Geraden einer 
Congruenz 362, , 

Habich's Theorem über Rollcurven 90. 
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Halphen's Satz über die Kiümm. der 
Evolutenmäntel e. Weingatten'schen. 
riäche 244 (siehe auch 246). 

Hamilton'sche Formeln für Congmeu- 
aen 261. 

Harmonische Function (siete Func- 

Hanptehenen ducoii e. Gerade einer 
Congruenz 302. 

Haiapteraeugende e, hjperhol, Para- 
holoida 166. 

Hanptkrümmungen u.Hauptkrüm- 
mungfiradien e. Fläche in e. Punkte 
203. 

Hauptnormalo e. gewundenen Curve 
154. Die Fläche der Hauptnorraalen 
177 u. 188. Curven mit gemeinsamen 
Hauptnormalen (siehe Bertrand' sehe 
Curven). Haupte ormalen hei Curven 
in Überräumen 289. 

Homologiepol e, Kegelschnitts inböz. 
auf e. Dreieck 131, mbea. auf e. cin- 
heachriebenea Dreieck 122. Ort der 
Homologiepole der ein- und der nm- 
heBohriebenen Parabeln e. Dreiecks 
123. 

Hyperbel 41, 118. Gleichseitige Hjp, 
41, 44, 118, als Sinusspirale (vom In- 






— 2) 57. 
rbolisehe I 



Hyperbolische Punkte e, Fläche 204. 
In der Umgeh, e, solch, Punktes wird 
die Fl. von der Tang. -ebene ge- 
schnitten 20Ö. 

Hyperboloid (oinschaliges, zweiseha- 
liges) 239. 

Hypocycloide 10. Sie ist allen ihren 
Evoluten ähnlich 37. 

Indioatrix (Dupin'sche) 204. 

Infleiionsasymptote hei e. ebenen 
Curve 7. 

Inflesionskreis in der -Ebene 
rollenden Ourve 89. 

Inflexionspunkt (siehe We 
punkt). 

Integrahilitätshedingung n 
krummlinigen Coord.-syst. in der Ebene 
144, auf e, Fläche 199. 

InvariftbilitSrt. Bedingung, für d. 
luv. e. Kichtung inbez. auf das Fun- 
damentaltrieder e, Curve 159. 

Invariante e. (it— a)-fach unendl. Cur- 
vensehar. Mit ihrer Hilfe sind die 
höheren Krümm.- centra construierbar, 
wenn die «—1 ersten bekannt sind 

74. Geom. Bedeutung des Terschwin- 
dens der Inv. in e. Punkt einer Curve 

75. Inv. der cycloidalen Curven, Kreie- 
evolventen, logar. Spiralen, Cycloiden, 
Pseudocycloiden , Epicycloiden mit 
drei Spitzen, Parabeln, gleichseit. Hy- 
perbeln, Kegelschnitte, Kettenlinien 



gleich. Widerst,, Ribaucour'schen Cur- 
ven, Sinusspiralen 75—76. 

Inverse Curven 28. Satz über die 
Krümm, -centra in entspr. Punkten 29. 

Isometrischer Parameter e. Isother- 
mensehar in der Ebene 139. 

Isothermenscharen in der Ebene 

139. Notw. u. hinreich. Beding, da- 
für, dass e. Curvenschar isotherm ist 

140. Die orthog.. Trajector, bilden 
ebenfalls e, Isothermenach, 145. E. 
isoth. Orthog.-syst. teilt die Ebene in 
infin. Quadr. 146; 

IsothermcHsoharen auf Flächen 
211. Ist eine Schar eines Orthog.- 
syst. isotherm, so auch die andre 212. 
Notw. u. hinr. Beding, dafür, dasa e. 
krumml. Coord.-syst. isotherm ist 212 
u. 313. Jedes Orthog.-syst. aus Linien 
conat. geod. Krümm, ist isotherm, Ha^ 
ben die Linien der einen Schar e. iso- 
thermen Orthog.-syst. const, geod. 
Krümm., so auch die andern 213. 
Differentialgleichung, von der die Be- 
stimm, aller Isotherm ensoharen e, 
Fläche abhängt 213. 

Jamet's Sata über symmetr, Dreiecks- 
curven 129, 

Joachimsthal's Sata über die geod. 
Linien auf Fläch. 2. Grades 242, 

Kegelflächen 174. 

Kegelschnitte 40 B. Einteilung in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabolu. 
Asymptoten 41. Mittelpunkt, Durch- 
messer, Scheitel, Axen 42. Foealaxe, 
Conjugierte Durohmesser 43, Natür- 
liche Gleichung der Kegelschnitte, 
Construetion des Krümm.-centr. nach 
Mac-Laurin 45. Andere Constr, d. 
Krümm.-centr. Natürl, Gleich, der 
Parabel, der gleichseitigen Hyperbel, 
Die FuBspunktcurve inbez, auf e. 
Brennpunkt ist e, Kreis 47. Brenn- 
punkte 47, 48, 49. Kegelschnitte in 
barycentriscber Behandl, 117ff. Kegel- 
schnitte als Cesäro'sobe Curven 57 ; Con- 
struetion des Kj-ümm.-centr, auf Grund 
der Def, der Cesäro'schen Curven 58. 

Kettenlinie 4. Satz über ihre Krüm- 
mungscentra 26^27. Alle Ketten- 
linien sind ähnlich 28, Die Kettenl. 
als Biolleurve 86, Die Directris e. 
Parabel, die auf e. Geraden roUt, um- 
hüllt e, Kettenlinie 94. 

Kettenlinie gleichen Widerstan- 
des 5. Ihre Asymptoten 8, Satz über 
den Krünun,-radins 27. 

Klothoide 15. 

Kreis 4. Er ist die einzige Curve const. 
Krümm. 26, Zweif, Oi'lhog,-syst. von 
Kreisen 149—150. 
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Kreis, windBchiefer, im Rauine. Die 
oscul, Kugeln e. windscli. Kr. sind 
gleich. Der Ort der Krümm. -centra 
ist ebenfallB e. windsch. Kr. (Sata von 
Bouquet) 183. 

Ereisevolvente 8. Aile Kreiaevol- 
venteu sind ähnliche Curven 28, 37. 

Krümmung, Krümmungsradius, 
Krümmungscentrum e. ebenen 
Curve 2, ausgedrückt in baryoentr. 
Coord. 126. Krümm, e. Kegebchnitts 
128, Fouret'3 Constr. dea Krümm,- 
centr. e. Kegelschn. 130. 

Krümmungen e. gewundenen Curve 
(Flexion u. Torsion). Krümm.- u. Tor- 
BionsradiuB 164 — 155. Geom. Sinn ihres 
Torzeichene 168. Ausdrücke durch die 
Coord. des Curvenpunktes inbez. auf 
e. festes Axensjst. u. ihre Ableitungen 
161. Wird die Developpable der Tan- 
genten auf d. Ebene ansgebreit., so 
bleibt die Flexion nngeändert 173. 

Krümmungscentrum e. gewund. 

, Curve 172, Es ist die Projection des 
Centrums der oacul. Kugel auf die 
oscul. Ebene 178. Das Krümm.-centr. 
e. Curve auf einer Fläche ist die Proj. 
des Krümm.-centr. des berühr. Normal- 
sciinittes auf die oscul. Ebene 196, 
Ausnahmen hiervon 197. 

Krümmungen e. Curve in e. linearen 
■n-dim. Eaume 293. 

Normalkrümmung u. geodätische 
Krümmung einer Curve auf e. 
Fläche 194. Satz von Meuanier 
über die Normalkr.; sie hängt nur 
von der Tang. ab. Die Normalkr. ist 
gleich d. Kr. d. berühr. Kormalschnitts 
196. Die geod. Kr. ist die Krümm, 
der Proj. der Curve auf d. Tang. -ebene 
196, ist propoit. der Proj, des Win- 
kels zweier unendl. benachb, Tang, 
auf die Tang, -ebene 19T, gleich der 
Krümm, , welche die Curve erhält, 
wenn man die umbeschr. Developp, 
auf die Ebene ausbreitet 208. In- 
variana der geod. Krümm, auf un- 
ausdehnb, Fl, bei Biegungen 258, 

Krümmung e, Fläche in e. Punkte, 
Mittlere Krümmung 213. Flächen 
conat. mitÜ. Kr. (siehe unter Flächen). 
Totale Krammung ; Geometr. Def. 
Sie iat das Prodnot der Hauptkrüm- 
mungen 214. Auadruek von Gauss 
für die tot. Kr. 215 (siehe auch 217). 
Ihre Invarianz bei Biegungen e. un- 
auadehnb. Fl. 256. Tot. Krümm, e. 
Fl, zweiten Gradea 340, e, allgei 
RegeMäehe 236. 

Krümmungen e, dreidim, 
285; totale Kr,, ausgedr, durch die 
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geod. Kr, u. ihre Yariationen 387 (ana- 
loge Formel für e. m-dim, Eaum 307), 

Krümmun'gslinien (Curven mit ver- 
schwind, geod, Torsion) 494. Schnei- 
den sich zwei Fl. unter const, Winkel 
and ist die Sehnittcurve Krümm,-linie 
auf der einen, so auch auf der andern; 
Umkehrung 194. Die Kugel (Ebene) 
e, sphärischen (ebenen) I&ümm.-linie 
schneid, d. Fl. unter const. W,; Um- 
kehrung 195. Satz von Brioschi: 
Jede Krümm .-linie mit const, geod. 
Krümm, ist e. aphär, Curve, deren 
Kugel die Fl, senkr. schneidet 222; 
Specialfall; Jede geodät. Krämm.-iinie 
liegt in e. Ebene, die die Fl, senkr, 
schneidet 198, Durch jeden Punkt 
gehen zwei Krümm.-linien senkr. zu- 
einand. (Satz von Monge) 203. Sie 
werden bei der sphär, Abbild, nicht 
abgelenkt 206, bilden im ailg. das 
einzige System, welches bei aphär, 
Abbild, orthog. bleibt 234 (siehe auch 
unter Blassoid), Krümm, -linien e. Fl, 
zweiten Grades 241, 

Kugel. Sie ist die einz, Fl, mit lauter 
Nabelpunkten 203. Kugeln, die ihre 
Mittelp. auf e. gegeb. Curve haben 
n. eine u. dieselb. Curve oacul. (Auf- 
gabe von Jamet) 186 u. 186, 

Laguerre's Satz über Curven auf e, Fl, 
309, 

Lami^' sehe Relation bei ebenen Orthog, - 
Systemen 144, 

Lamö'ache Formeln im Eaume 272, 

Lancrefc's Theorem über Curven in 
linearen m-dim. Räumen 293, 

Laquiere's Curven prop, Inllexioa 
(siehe Sinuaspiralen). 

Leitebenen e. hyperbol, Paraboloida 
165. 

Leitlinie (siehe Dneefciis) 

Lemniscate i'^pecielle Castmoide) 
Natürl, Gleichung 51 X> Neigung d 
Norm, gsg d Focalaie ist dreimal 
so gross als die des Radiusvectors d 
Froj, des Krumm radiua auf d 
Eadiusvector der dntte Teil desselb 
52, Die Lemn ala '^inusspn vom 
Indes 3 62 ala Inaapunktcuive dei 
gieicha. Hyperbel mbez lufd Mittolp 
64, als inverae Curve der gleich* Hy 
perbel 65 

Lemoine'schei Punkt bei e Dieieck 
123. 

Linea rität Bedingungen für d Lin 
e. Ji-dim Edumes <J07 

Liouville s Safa; über zwei Scharen 
von ao' geod Linien 225 

Meridiane einer Eotationsfläche 226 

Meusnier s Satz Über die Normal 
22 
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kriimmung von Cnrveu auf e. Fi. 196 
(Ausnahmen siehe 223). 

Minimalflächen. Sie siad Elasaoide 
250. 

Mittelpunkt eines Kegelschnitts 12; 
als Pol der anendl. fem. Geraden, 
seine haiycentr. Coord. 120. Mittelp. 
des eiabescht. Kreises e. Dreiecks 
(seine hatycentr. Coord.) HS, Mittelp. 
auf e. Geraden e. Congrueni 262. 
Mittelp. e. Fläche 2. Grades 238. 

Hahelpunkte e. Flache 2. Grades 339. 

Natürliche Gleichung hezw, Glei- 
chungen (siehe unter Gleichung). 

Nodoid 233. 

Normale e. ebenen Curve 1. Die Nor- 
malen e. gewundenen Curve hilden 
die Normalebene 154. Normalen, 
mehrfache Noimalen e. Curve in e. 
linearen m-dim. Eaume 289. 

d'Ocagne's Sata iiher die Erümm. des 
scheinb, Umrisses e. Tläche 224. 

Orthoeentrum eines Dreiecks (seine 
barycentr. Coord.) 116. 

Orthogonalit&tehedingungfflrzwei 
Geraden (hatycentrisch) 114, 115. 

Orthogonalsysteme (aweifache) in 
der Ebene. Der gemischte Ditf.-para- 
meter der beiden Cnrvenscharen ver- 
schwindet 138. Notw. u. hjnr. Beding, 
daför, dasB e. Orthog.-ayst. isotherm 
ist. Bin aolckes zerlegt die Ebene in 
inf. Quadrate 146. Orthog.-sjst. von 
Kreisen 149—150. 

Orthogonalsysteme (dreifache) im 
Eanme. Part. Diff.-gl von Bonnet 
(Notw, u. hinr. Beding, dafür, dass 
e. Schar v. co' Flächen e. dreif 
Orthog.-syst. angehört) 277. Jede 
Schar von Parallelflächen, jede Ebenen- 
u. jede Kugelachar gehört e. dreif. 
Orlhog.-syst. an, ebenso jede einzelne 
Fläche 278. Theorem von Dupin 271. 

Osculierende Cnrve aus einer Sehat 
von c»"~* Cnrven 70. 

Osculierender Kegelschnitt: Seine 
natürl. Gleich., seine Äsen 73, Der 
Inhalt der oscui. Ellipse kann nicht 
const. bleiben (Satz von Gravß); wird 
er ein Minim. oder Masim., so steigt 
die Berühr, mind, bis zur 5. Ordn. 76. 
Ort der Mittelpunkte der OBonl. Kegel- 
schnitte 77, 78. 

Osculierender Kreis 70. Er ist der 
Krümmnngskreis, durchsetzt im allg. 
die Curve u. tat mit ihr e. Bernltr. 
2. Ordn.; wird er ein Maxim, oder 
Minim., so steigt die Berühr, mind. 
bis zur 3, Ordn, 71. 

Osculierende gleichseitige Hy- 
perbel. Ihre natürl. Gleich. 73. Ort 



der Mittelpunkte 79; bei e. Hjpo- 
cyoloide mit drei Spitaeu ist er e. 
stemförm, Epieyoloide mit denselb, 
Spiti^en 80; {kirven, bei denen der Ort 
e. Gerade ist 80.. 

Jsculiereude Parabel. Ihre natürl. 
Gleich 73. Ort der Brennpunkte; bei 
e. Hypocycloide mit drei Spitzen ist 
er e, Epioycloide mit denselb. Spitzen; 
Ort der Brennp. bei e. gleichs. Hy- 
perbel 79. Bnveloppe der Leiüinieu; 
bei e. Hypocycloide mit drei Spilaen 
ist sie der Leitkreis 78; bei e. gleichs. 
Hyperbel e. Sinnsspirale (vom Index 
— Id ''»- 

3rt der Pole der osculier enden 
Sinusspiralen vom Indes « 80. 

osculierende Ebene e. gewundenen 
Curve 154. Sie wird im allg, von der 
Curve durchsetzt. Die Entf e, Curven- 
punktes von derselb, ist mind. v. 3. 
Ordn. 158. 

Ebene 
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e. linearen vierdim. Raum 281. 

Osculierende Kugel e. gewundenen 
Curve. Der Ort der Mittelp. ist die 
Rückkehrk. der Polardeveloppablen 
179. 

Parabel«, 44, 49 ff., 118. Tangenten- 
construction. Directix 49. Jeder Punkt 
der Par, ist ^eichweit entf vom 
Brennp. u. der Directr. 50. Die Puss- 
pnnktcurve inbez. auf den Brennp. ist 

d. Scheiteltamg. 49, 64. Constr. des 
Krümm. -eentr. 50. D. Parab. als Ri- 
bancour'sche Curve (v. Index — 2) 57, 
als Eollcurve (bei Abwickel. d. Kreis- 
evolvente auf e. Geraden erzeugt vom 
Mittelp. des KreieeB) 86. 

Par aboloid (hyperbolisches) 164. Leit- 
ebenen u. Haupterzeugende. Scheitel. 
Gleichseitiges Paraboloid 165. 

Parallele Curven in der Ebene. Sie 
sind äc[uidistant, haben dieselben 
Krümm.-centra. Natürl. Gl. v.Parallel- 
ourven 32, 33. Beding, dafür, dass 

e. Ourvenscbar aus ParaJlelcurven be- 
steht 138. 

Parallelen, geodätische, auf e. Fläche 

311. 
ParallelismuB zweier Geraden 113, 116. 
Parameter, isometrischer, e. Isother- 

mensohar 139. 
Pol e. Geraden u. Polare e. Punktee 

inbez. auf e. Kegelschnitt 119, 120. 

(Siehe auch Homologiepol u. trilinoarer 

Pol), 
Polard eveloppable e, gewund, Curve 

172, Ihre Hüokkehrkante ist d. Ort 

der Mittelp, der ose, Kugeln 179. 
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Poloiden auf e. Fläche 2. Gi-ades 241. 

Potenzcnrve in der Ebene 132—135. 

PBeudocatenarie 17. Sie ist die Evo- 
lute e. P8eudot?aotrix 36. 

PBeudocjcloidenlO— 11. JedcPseu- 
docycl. lat ihren Evoluten gerad. Ordr.. 
congr. 36. 

Psendotractricen 18. 

PseudoBphäre 229. Natürl. Glei- 
ehnngen ihrer Aaynipt.-linien 230. 

Puiseux' SatEflber circulareSchrwulien- 
linien 180. Terallgemeinertmg auf 
einen linear. Raum mit ungerader 
Dim.-zahl 297. 

Quadratische Begelfläohen 164. (Siehe 
auch Eläehen 2. üradee). 

Räume, dreidimenBionale,269fF. Unter- 
schied zwiach. krurani. n. linearen 
Räumen 280. Üherräume 303 ff. 

Eectificierende Developpable e, 
gewund. Curve 172. Bei ihrer AiiBbreit. 
auf d. Ebene wird d. Curve e. Gerade 
173. 

Eectificierende Ebene e. ge^ 
Curve 164. 

Regelflächen 162, 166 ff. Abwickel- 
bare Eegelfl. Eüctkehrkante 166 u. 
168, Cjlindet 166. Windschiefe Regelfl. 
Centralpnnkt. Strictionalinie. Vertei- 
lungBparameter. ChaBles' Verteilung! 
gesetz der Taug.-ebenen längs e. Bi 
zeugenden 167. Die Normalen längs 
e. Erzeug, bild. e. hyperb. Paraboloid 
168. Regelfl. der Binormalen e. Curve 
const. Torsion 235; sie sind abwickel- 
bar auf die Schranbeufl. mit Leit- 
ebene 236. 

Ribaucour'B Sata über die Evolute 
Weingarten'schen Fläche 245, über 
spec. Klasse von Weingarten' sehen El. 
248, aber isotrope Congruenzen 268. 

Eibaucour'scheCurvenStff. Hatörl. 
Gleichung 59. Die Rib. Curv. v. 

94. Invariante der Eib. Cui 

Gleichung der Directidx 77. 

Roberts' Polgerungen aus dem Satze 
von Joachimsthal über Flächen 2. Gra- 
des 243. 

Rollcurven 81 ff. Basis 81. Normale 

d. Bollcurve 82. Consir. des Krümm. - 
eentr. 83. Beisp. für Eollcurven mit 

Säradliniger Basis i Curve, die vom 
ittelp. des Leiikreises e. cycloidalen 
Linie erzeugt wird 84, vom Pol e. 
Sinnsspirale 85, von e. Brennpunkt 

e. Kegelschnitts (Delaunay'sche Curve) 
86, 87, von e. Punkte der Peripherie 
e. Kreises (Cycloide) 84. Die Ge- 
rade als Eollcurve; erzeugt vom Pol 
e. logar. Spirale, die auf e. Geraden 
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rollt 88; vom Pol e Sinusspuale vom 
Indes «, die auf e Ribaucoui' sehen 
Curve V. Ind. 2« — 1 lollt 86, von 
e. Punkt in der Bbpnp e Krei&ea, der 
auf e. bestimmten Delauuay echen 
Curve rollt 91. — Satze von Steinet u 
Habich (siehe unter diesen Mamen) 

Rotationsflächen 226 ff Axe Meri- 
dian. Parallelkreis 226. Satz lon 
Clairaut über die geod. Linien Asymp- 
totenliniene.Rot.-a.227. Rot -fl, deren 
Meridiancurve e. Ribaucour'sche Curve 
V. Ind. n ist; ihre Asymptotenbnien 
treffen die Meridiane unter oonst. 
Winkel 228. Flächen, die auf Eot.-fl. 
abwickelbar sind 228. 

Eückkehrkante (oder Bückkehrcnrve) 
e. abwickelbaren Fläche (siehe auch 
unter abwickelb. PI.). Sie ist d, 
Ort der Rüokkehrpunkte der orthog. 
Tr^ect. der Erzeugenden 175. Be- 
stimmung der Räckkehrk., ausgehend 
vone.beUeb. Curve der FI. 174. Rück- 
kehrkant« der Polardevelopp. e. Curve; 
ihre Hauptnormalen sind denen der 
Curve parallel 179. 

Rückkehrkreis beim Rollen e. Curve 
auf e. andern 94. 

Rückkehrpunkt bei e. ebenen Curve 6. 

Savary's Formel für Cnrven, die von 
e. in der Ebene e. rollenden Curve 
bewegl. Punkte erzeugt werden 92. 

Seharen ebener Curven 136 ff.. Seh. v. 
Parallelcurven 136. Isothermensctaren 
139. 

Scheitel e. Kegelschnitts 42, e. Fläche 
2. Grades 338. 

Schnitt e. Fläche mit d. Tangential- 
ebene (reell in hyperbolischen, imagi- 
när in ellipt. Punkten) 206. Satz von 
Beltrami: Die Krümm, jedes Zweiges 

d. Schnittes gleich % der Krümm, 
der berühr. Asymptotenlinie 223. 

Schraubenlinien, cyliadrisohe. Das 
Verhältnis der beid. Krümm, ist 
coust. ISO. Bestimm, des gerad. 
Schnittes des Cylinders. Cyl. Seh., die 
einer Kugel angehören 183. Circulare 
Schi-aubenl. Satz von Puisens über 
die Constana ihrer Kriimraungen 180, 
181. Conische Schraubenl. 181. Cy- 
lindriseh-oonische Schraubenl. 183; 
ihre Krümmungen sind dem Bogen ■ 
proport. 184. 

Schraubenfläche mit Leitebene 
165. Sie ist das einz. Elassoid unter 
den Regelfl. (Satz von Catalan) 235 
abwickdbar auf das Catenoid 236. 

Schwerpunkte 97 ff. Aiaalyt Def. 
Eindeutigkeit des Schwerp, Schwerp. 

e. const. Massenvertfiil. längs e.Ourven- 

22* 
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Verlag von B. G. Teul)iier in Leipzig. 

Encyklopädie 

der 

Mathematischen Wissenschaften 

mit Einschluss ihrer Anwendungen. 

Heransgcgßten im Auftrage 

der Akademieen der Wissenschaften zu Münclien and Wien nnd der 

Gesellseliaft der Wisseiiseliaften zu Göttingen, 

sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 
In 7 Bänden, gr. 8. geh. 



1 I; Arithmetik n. Algebra^ redigiert von W. Fr. Meyer in Königsberg, 

II: Analysis iu 2 Teilen H. Barkliardt in Zflcich. 

ni: Geometrie in 3 Teüen W. Pp. Meyer in Königatierg. 

IV; Mechanik in 2 Teilen F. Klein in Göttingen. 

V: Physik in 2 Teilen A. Sommerfeld in Aachen. 

VI, 1: Oeodäsie nnd fleophysik .... E. Wiechert in Göttinnen. 

VI, 3: Astronomie K. Lehmann-Filhea in Berlin. 

Vll; HistoriscIie,plulosopMsGliennd(Iidakti- 
schePragen behandelnd, sowie Gen eral- 
registep (In Vorbereitung). 



ct. 189B. n,^4,80. 5,Hett. 1900. n. A 6.40, 6. Haft, 
L 1. Heft. 18a9. n. ^ 4.8U. S/S. Hott, lüOl). n. . 

<a 1. Heft. leoi. n. M 3.80. 

r PiMse: 

SeUufä). — n, Bimd. I. TeU. S. Heft (SohlaTsl. U. Teil 



Aufgabe der Encyklopädie ist es, in knapper, au raeclier Orientierung 
geeigneter Form, aber mit möglichster Vollständigkeit eine Gesamtdaratellung 
der mathematischen Wissenschaften nach ihrem gegenwärtigen Inhalt au ge- 
sicherten Resultaten zu geben und zugleich durch sorgfältige Litteratur- 
angahen die geschichtliche Entwicklung der mathematischen Methoden seit 
dem Beginn des 19. Jahrhunderts nachzuweisen. Sie beschränkt sich dabei 
nicht auf die sogenannte reine Mathematik, sondern bervicb sichtigt auch 
ausgiebig die Anwendungen auf Mechanik und Physik, Astronomie und 
Geodäsie, die verschiedenen Zweige der Technik und andere Gebiete, und 
zwar in dem Sinne, dafs sie einerseits den Mathematiker darüber orientiert, 
welche Fragen die Anwendungen an ihn stellen, andererseits den Astronomen, 
Physiker, Techniker datiiber, welche Antwort die Mathematik auf diese 
Fragen giebt. In sieben Bänden von zusammen etwa 280 Bogen sollen die 
einzelnen Gebiete in einer Reihe sachlich geordneter Artikel behandelt 
werden; der letzte Band soll ein ausfuhrliches alphabetischea Register ent- 
halten. Auf die Ausführung von Beweisen der mitgeteilten Sätze mufs natür- 
lich verzichtet werden. 

Die Ansprüche an die Vorkenntnisse der Leser sind so gehalten, dafs 
das Werk auch demjenigen nützlich sein kann, der nur über ein bestimmtes 
Gebiet Orientierung sucht. 

Eine von den beteiligten gelehrten Gesellschaften niedergesetzte Kom- 
mission, B. Z, bestehend aus den&rrenW. Dyck inMünchen, G.v.Escherich 
in Wien, F. Klein in Göttingen, ferner L.Boltzmann in Leipzig, "H. Seeliger 
in München, H. Weber in Strafsburg, steht der Redaktion zur Seite. 
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